KE®AAAIO 4

Opro Kot GUVEYELD TPOYRATIKNAS GUVAPTONG

...Ayvom 10 I®wg pe PAErel 0 KOOPOG AAAd OTOV £AVTO HOD, PALVOpAL OV
va pnv 1npovv tinota Ao armo eva ayopdxt Hov Haifet oy akpoylaiid
KAl KATA KAapoOg AVAKAADIITEL Pl YOAALOTEPT] HETPA 1) £Va OOTPAKO IO
opoppo amod ta oovnbopéva evew 0 HeydAOg ®Keavog Tng alndeiag
AMAGDVETAL HIIPOOTA HOL XDPIG va ToV yVepile.

...0 ®e0g dnpovpynoe Ta mavta pe apipoovg, PApog Kat PETPO.

...Aev Ba opio® TO XPOVO, TO XDPO, TOV TOIIO KAl TNV Kivior, Omg avtd
elval yvwotd oe OAOLG,.

Sir Isaac Newton (1643 - 1727)



KE®AAAIO 4

‘Opro Kol GUVEYELD TPOYRATIKIS COVAPTNONG

ovoyn

270 KeQPALOLO avTO TOPOVAIGLETAL ) EVVOLO. TOD 0PIOv UIOS TPOYUOTIKIG COVAPTHONG, | 0Tolo, sivar Osuedicdrons
évvoio, tov Amelpootikot Aoyiouod. Aivovior o oplouog xai o1 1010THTES TOD 0PIov CLVAPTHONGS, OTOV 4
oveoptntn ustofinty uetafdiletar kovia o’ évav mpayuotikd oplfud 1§ Otav avlavetar 1 UEIDVETOL
omepiopiota.  MeAetddvion ta  Oplo  YOPOKTHPIOTIKOV — OOVOPTHOE®Y, ORTWS TOADWVOUIK®DY, PHTOV,
PIYOVOUETPIKAV, K.0.. O DTOAOYIGUOS TOD 0piov YIVETOL «EDKOAOY, OTOV N UETOLOA] TV TIUDY THG COVAPTHONG
YIVETOUL [LE KTVVEYTY TPOTO, § GOVOPTHOH UE OVTIV THY 1OIOTHTO. OVOUGLETOL GOUVEXHS GUVEPTHON. A10T0TOVOVTaL
01 1010THTEG KOI Ol ONUOVTIKOTEPES TPOTCOELS VIO TIGC OVVEYEIC OUVAPTHOEIS, OO TIG OMOIES TPOKDTTOVY
OHUOVTIKG, COUTEPCOUOTO. Y10, TH COUTEPIPOPT, TOVG.

IIpoamartovpevn yvoon
1Iedio opiopot ooVaPTHONGS, TIU COVEPTHONG, PPAYUEVH GOVOPTHON, OPLOKN TiUY oKkolovdiog

4.1 H évvow Tov opiov

[ToAAd @uowd @awvdpevo oyetiCovior pe TN HETOPOAN] KATOIWV TOCOTHTMOV, OTMG Yo TOPASELYU, T
EMTAYVVOT EVOC KIVNTOV, 1 OTToial €ivol amoTEAES O TNG HETOPOANG TNG TOYVTNTAG TOV, OV LE TN GEPA TNG
elval amotéAeso TG LEeTABOANG TOV SLOCTHLATOG TN Hovada tov ypdvov. H pabnuatikn Bewpia, 1 omoio
avomtoyOnke ota €A Tov 160V AdVA, Yo VO LEAETNGEL TOV TPOTO UETAPOANG dlopdpwv peyebdv Aéyetan
Aoyiouog kKon opeidetal otoug pabnuotucong Isaac Newton kot Gottfried Wihelm von Leibniz.

O Moyiopog ywpiletal o€ dVO UEYAAOVES GNUAVTIKODS KAAOLG:

o) TO O10popiké Loyiouo, (O6pla, TOPAy®mYOlL KoL EQPOPUOYEG TOLG, OTMG LOVOTOVIO Kol OKPOTATEG TUUEG
GULVAPTNOTG) KoL

B) tov odoxAnpwtiké Loyioud, (OAOKANPOUOTO KOl EQAPUOYEG TOVS, OTMG eUPadd eminedne meployng, OYKOC
GTEPEOD, UKOG KOUTUANG, K.0L.).

Ocpehdong évvola-epyoieio Tov Aoywopol &givor M évvola tov opiov ocvvaptnong. H AéEn «dplox
ypnotpomoteiton yio. pio T piog cvvdpnong f, éotw ¢, v onoia mTAncudlovv ot twég f(X), otav n
aveEdptnn petofAnt X mAnctalet Evov TpoyUaTikod aptOpd 1 avEAVETOL 1) LELOVETAL AMEPLOPIOTA.

H axpipnc dtotdmmon tov opiopod Tov opiov yperdletan Tig akdAovheg Evvoles.

Opwopog 4.1.1. To onueio x, e AcR ovopdletor onNpeio GVGGAPEVSNG TOL GLVOAOL A, av Yo
omolovonTote BeTikd Tpaypotikd aplfuod ¢, (cuvnbwg apketd Hkpo), 1oy vEL

(X —&X +e)NA-{X} =D, (4.1.1)

omiadn}, 6tav To cOVoAo A eKTOg TOL onueiov X, £xEl TAVTOTE KOG onueio e OmTOLAONTOTE AVOIKTO
OLACTNHO, TTOV TEPLEXEL TO X,. 10 avolkTd Stdotnua (X, —&,X, +&) ovopdleton mePLoyy KEVIPOL X,,
ovpPoriletor pe z(x,, ), N YELTOVIA TOV oNUEIOV X, KOl OKTIVOG & .

Zm zmepintoon mov vrdpyet € >0, yio to omoio woyder (X, —&, % +&)N A_{Xo} =, 1018 10 X,
ovoudleTol amopovouévo onueio Tov cuvoiov A.

162



Hopadeiypoara 4.1.2.
i) 'Eotw A=[-2,5), 161€ K(Oe onpeio Tov 4 ivor onpeio GuGoHOPELONG.

[Ipdypot, av —2 < x, <5 xou d,, d, €ivorl oL amooctdoelg Tov X, omd Ta onuein —2 ko 5 avrictoya,
Bewpodpe dy =min{d,,d,}. Etol, av 0<e<d,, 10 (X, —& % +&)NA={X} A, &b av e>d,,
TotTE

(X =g, X +dg) = (X — &, % +E) N A—={X, } .

Zuvendg, oe otV TV Tepintoon enokndeveton 1 (4.1.1), dnhadn, (X, —&,%, +&) N A- {Xo} = .
Av X, =—2, 10t Nl ke £ >0, woxder (-2—¢,-2+&)NA-{X}=(-2,-2+¢&) =D .

T'evikotepa, amodeikvoetal e 0010 TPOTOo, Tl oNEI0 GLGGMPELONG eival kKGBe onpeio TV dSoTNUATOY
mg nopens (a,b], [a,b), (a,b), [a,+o0), (a,4+00), (—oo,b], (—o0,b), 6mov a,b e R Kkan

(—oo, + oo) =R.
ii) To obvoro A= (—3,2]U {4} , T0 X =14 amotelei éva amopovouévo onueio, enedn yo e =1, 10 didotnua

(4—1,4+1)=(3,5) dev éxet kavéva kowd onpeio pe 1o A. 00

Opiopég 4.1.3. Ecto f:A—> R, AcC R ka X, é€va onueio cvoodpevong tov A. Av yia kG Oetiicod
Tpoypotikd apud & vmapyel Evag Betikdc Tpaypotikog aplbudg o (eEaptdpevog and tov £ ) TéTo1og
®oTe, Yo kdbe X € A pe |X — Xo| <0 va woydeL | f(x)— €| < &, T0TE 0 TPOYUOTIKOG aplOpog ¢ ovoudleton
opro (oproxn Tipn) g cvvapmong f oto X,. H opraxn tun g f, 6tav n ave&dpm petofintd X
1etvel 6T0 X, (OMUEWDVETOL X — X, ), cupPorileton ue )!Lnxl f(x)="~¢.

Aniodn,

lim f(X) =/ < yw xdbe ¢ >0, vrapyer  =d(e) >0, tét010 MOTE, Yo KGOe X E A e |X—X0|<5,va

X—Xg

LoYVEL |f(x)—€|<a (4.1.2)

Tympe 4.1: H évvoto tov opiov piog mpoypotikng cuvaptnong f.
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210 Iyfpo 4.1 avoraplotdveton 1 YE®UETPIKH gppunveia tov opiov lim f(x) = £. Tapatnpovpe, 6to Zyfue
X—Xg

4.1, 61, n évvoua Tov opiov g cuvaptnong f oto onueio X, 1wodvvapet pe to e€Ng:

emi tov G&ova Y'0y 600 pkpd Sdompa (£ —¢&, £+ &) emieyel yopw and to £, dnhadn, 6G0 HIKp oKTiva
>0 ypnoyomomBei, vrapyer mavra pio aktiva 0 >0 térown dote, 6Aa T XEA pe (X, — 3, X, +9),
f(x)—¢ | <e).

Edd vo onpeidoovpe 6T, 0 avoiktod didotnuo otov d&ova Y'0y g popeng (f—e, £+¢&) elvar éva

(1oodvvapa,

X— X0| <0), &ovv ewoveg f(X) e (f—e, £+¢), (1o0ddvapa,

CUUUETPIKO dldotnua pe kévepo to £ unkovg 2¢, kot avtictorya otov dova X'0X 10 ovoiktd didotnua
(X, — 8, %, +O) etvan emiong éva GUUUETPIKO SLAGTNHO He KEVTPO TO X, UNKOVG 20 .

Hopatnpiocec 4.1.4

i) Ztov Optopd 4.1.3 amouteitar t0 X, vo givar onpeio ovoomdpsvong tov 4. Xt ovvEYEW, OTOV
avapePOUACTE € X, € A, Bepodue (Tovtod) 6tLTo X, eivon onpeio cvecmpeLONG TOL A.

i) Zmv (4.1.2) tov Opiopov 4.1.3, av Oswpnoovpe og cuvapmon F(X) = f(X) — ¢ pmopovue vo ypapovue
1oodvvapo lim ( f(x)— E) =0.

X—Xg

iii) A6 tov Opioud 4.1.3 mpoxdmtet 6t ov VIEAPYEL KAmowo ¢ > 0 té1010 dote Yo kaBg J > 0, va, 1oydet
| f(x)— €| >eg,0tav XE€A pe xe (X, — 3, X, + ), 10t€ 1 cuvaptnon f dev Eyer wpaypatiké 6pro kot
ovopaletor amokiivoved, (BAére, Opioud 2.5.4 ko Opioud 2.7.1.).

Ipéraon 4.1.5. To x, eivar éva onpeio cveGoO®PELONG TOL GLVOAOL A, av Kol POVO av VEAPYEL pio

tovhéyotov akorovdic onpeiov (X,) - 100 A—{x,} tétowa dote lim x =x;.

n—-+o00

neN

AmodeEn: Ag vmobBécovpe OTL T0 X, eivorl évo onpeio cvocdpevong Tov Guvorov A. Mmopovpe va

1
emé€ovpe wg € >0,10 e =— , Y kGbe ne N, ondte
n

1 1
X —= % +=|NA={x}=2,
n n
TO 0010 oNuaivel OTL, LITAPYEL Lol TOLANYIOTOV aKoAoLBin (Xn )neN cA—- {Xo } , TETO0, OOTE

1 1 1
X €% = X <:>|xn—x0|<ﬁ.

1
Yvvdvalovtag tov Opiopd 4.1.3 pe to yeyovog oti, yo ke ne N, n akolovBio pe yevikd 6po a, =—
n

elval pndeviki, cuumepaivove 0T
lim x, =X,.
Nn—+00

Avtiotpoa, av vrdpyetl pio akoAovdio
<Xn )neN < A_{XO}’ (413)

tétoto. dote liM X, = X,. And tov opiopd g cvykiivovoag akolovdiag, (BAéme, Kepdhato 2), yio kade

n—o0
>0, vndpyet n, €N 1€1010 DOTE |xn — XO| <&,y Ka0e n>n,, dnhadn, yo kdbe n > n, o) dEL

X, €(X —¢& X, +¢). (4.1.4)
Zvvoévalovrag (4.1.3) ue (4.1.4) ocvunepaivovpe 6TL T0 X, £fvan éva onpeio cuecOPELONG TOL GVVOLOL A,
(BAéme, Opiopd 4.1.1), to omoio 0AOKANPOVEL TNV 0ddEEN. 00
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Hopadeiypoara 4.1.6.

Na amoderyfovv ta akdrovba:

i) novvapmmon f:[2,5) — R pe f(X)=4x+2, &1 |XILT; f(x)=14.

ii) n otabepn ovvapmon f:R —R pe f(x)=c, CER, a1 XILnXWU f(x)=c,yunkébe x, cR .

iii)n tovtotikn cuvaptnon f:R — R pe f(X)=x, &yet XILFDO X=X, Yl KGO x, €ER .

i) Eoeoapudlovrog tov Opiopd 4.1.3 kau v (4.1.2), yuo toyoaio € >0 avalntodue o0 =4d(e) >0, tétoto dote

v Kabe X €[2,5) pe |X - 3| < J, va woydel | f(x) —14| <& .Eneon

10014 <e=[dx+2- 14 <e= A~ <e= |3 <7,
Bewpovue 0<5<%. Emopévac, yio kébe x €[2,5) pe |X—3|<% 1oy 0€L
|f(x)—14|:|4(x—3)|:4|x—3|<4%:s,

10 omoio emoAnBevel v (4.1.2), gpocov Yy 1o toyeio &>0, vrdpyer éva o G[O,Z], TETOL0 (DOTE

|f(x)—14|<3,ylaKd98 X €[2,5) pe |X—3|<5.

Ievikotepa, pmopel va amodeybei ot, av f:R—R pe f(x)=ax+b, o6mov a,beR, 1ote
lerQ, f(X)=ax, +b, yiukabe x, e R, (BAéme, Evdewctikég dAvteg aoknoeis 4.1).

il) T ™ otabepn ouvapton f(x)=c, ceR, givar eovepd 61, yio kdBe € >0, pmopodpe vo ypayovps
| f(x)— C| = |C — C| =0<e. Av Beopioovpe omorodnmote 0<d<eg, 10TE TPOPAVAS emainbedeTol M
(4.1.2), eme1dn yo xéOe & >0, vrapyer 0 >0, této10 dote Yo ke X ER pe |X— X0| <0, va 1oyvEL
|f(x)—c|<e.

Emopévag, 1o 6po plog otabepric cvvdptnong dev e€aprdtar and v Tiun X, otnv omoia teivel n

avegaptntn petafAnt Kot .oovTol TavTa e TV idwa tn otabepd.
iii)To v tovtotikny cvvdptnon f(X) =X, eivor Qavepd o611, ywo ke ¢ >0, pmopodue va ypoyovus

| f(x)— XO| <e= |x — x0| < ¢ . Emopévag, yio va erodndgdeton n (4.1.2), apkei vo emdééoope d=¢. 00

Egappoyn 4.1.7. Na anodeybei 611, Y10 k6be X, € R , 15)0OOLV

i) >!Lr[<] sin(x) =sin(x,) ,

i) xIerX1 cos(Xx) = cos(X,) .

AméoeEn:
1) Apyd amodeikvoetar 0tt, yio kGbe X, X, € R, 1oyvel

lsin(x) —sin(x,)| <[x— X, - (4.1.5)
XpNoUOTOIDVTOG TIC TPLY®VOUETPIKEG TOTOTNTES, (PAéTe, TTivaxa 1.5.1),

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x)sin(y), sin(—x) = —sin(x) , cos(—x) = cos(x)

UTOPOVLE VO YPAWOLLE:

Sin(X)ZSin[X_ZX" +M]:sin[x_zxo]cos[xzxo]+cos[x_zx°]sin[x+x"],

2 2
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% ]cos[x_zxo]—cos[xzxo ]sin

AQaipOvTog TIC TAPATAVE® 1GOTNTEG KOTA LLEAN KOl YPNOLOTOIMVTOG TIG YVOOTEG TPIYMVOUETPLIKES OVIGDCELG

lsin(x)| <|x

, Kol |COS(X)| <1,

sin[xxo]-

2

sin[x_xo]
2

Eivotl pavepd oti, yuo ke € >0, and v (4.1.5) €yovue |Sin(x) —Sin(x0)| <e= |x— xo| < ¢ . Emopévac, yua
va emaAnfeveton 1 (4.1.2), apkei va emdé€ovpe 0 =¢ .

i) H anodei&n yiveton pe avéioyo tpomo dnmg 010 (i), ¥pnouomoimvTag Ty Tpry®vVouETpIky tantotnta (7) yio
T0 cvvnuitovo amod tov Iivaxa 1.5.1, katl agpiveTol wg Aoknon. 00

amodeikvoetal 1 (4.1.5), emeldn umopovue va ypéyouue:

- (X=X, X+ X,
sin cos
2 2

=2

|sin(x) —sin(x,)| = 2

[x+xo]
cos| ———2
2

[x—

<2 X°|

<2

=|x—X,|

Mio kovi Kot ovoykaio cuvOnkn dlatvmmvetal oty akoAovdn mpdtacn, n omoio divel T oyéorn UETOED
opiov cuvaptnong kol opiov axoiovdiog, n amddelén e aenveTol g aoknon, (BAéne, Evdewtikég dAvteg
acknoelg 4.2). Eniong, o avayvoomg umopel va avalntioet v amodeién e (ITovteliong, 2008; Pacoidg,
2014).

Ipétaon 4.1.8. Eoctw n ovvapmon f:A—R ko x,€ A. H f £yet 6po tov apbpo (€ R, 6tav X

TelvEL 6TO X, OMAadn, lim f(X) =7, av ko pdvo av yo kébe axorovbia (Xn )n y Onueiov tov A— {XO} ,
X—Xg S

TOVL GLYKALVEL GTO X, , N ovticToyn akoiovdia ( f (Xn)) ovykAivelr otov £ .

neN

Epunvevovtag v Ilpotaocn 4.1.8, mapatnpodue ot1, av pio covdptnon f éxel 6plo tov apibud ¢ oto
onueto x,, TOTE, ov emMAEYEl OMOLOGONTOTE TPOTOG Y10 VO KTANGLAGEL TO X GTO X,, ONA0OY|, OTOLONTOTE

akolovBio (Xn)neN onueiov oo A— {XO} Ko ov emAeyel Tétol OOTE X, — X,, TOTE Ol EIKOVEG (f (Xn))neN

oLYKAIvouV aTov 1610 Tpayuatikd aptbuod, Tov Tavtileton ue o 6po £ g cvvaptnong f.

Hoapatypioceg 4.1.9.
i) Av pia ovvaptnon f éxetoproxi ipf £ € R og éva onpeio x,, T0Te TN £ivor povadtK.

Ac vobécovpe OTL VITAPYOVLY 3VO SLUPOPETIKEG Oplakeg TG, éotw lIm F(X) =/ o lim f(X)=/¢", pe
X—Xg X—Xg

(=" .Eoto (X,),

opopod g f, n omoia cuykiivel oto x,. Eneidn to dpro piag axorovbiog, dtav vmdpyet, sivor povodiko

_y Vo givan pio axorovdia onpelov (S10popeTIKOV TOV X, ), TOVL AVAKOLY 610 TESIO
(BAéme, KepdAato 2), tote cvpeovo pe v [pdtaon 4.1.8, yio v axorovbia (f(xn))neN GYVEL M

166



povadkotto, Tov opiov g, cuvendg lim f(x,)=(=1{", dnladn, n apyh veddeon £ = L' dev 1oydeL.
n—oo
Apa, T0 6plo TG cvvdptnong f, dtav vIdapyetl, eivol povadiko.

i) A6 v 1c0dvvapio, mov Satvrmveror oty IIpotaon 4.1.8, eivar @oavepd o011, av Ogv vEAPYEL
lim f(x)=/¢, t6te vdpyel TovAdyIoTOV Pio akolovdia (X")n

X—Xg

 ONueiov (310popeTikdV oL X,), TOV

aviikovv oto medio opiopol g f, n omoia cuykAiver oto Xx,, evd M avtiotoyn axoiovbio (f(xn))n€N

amokAiveL.
iii) Zvvdvalovtog ™ povadikdtnto g oplokng Tung piag cvvapmmong f oe xdmowo onueio x, pe v

[Ipdtaon 4.1.8, umopovpe vo Topatnpioovpe OTl, OTAV VTAPYOLV VO akoAovBieg (Xn )neN, (yn)neN
onueiov tov mediov opiopov g f, mov cvykAivouv oto X, (MAAdH, X, — X, Y, — X,), Kol Ot
aVTIGTOY(EG OKOAOLOIEC TV EIKOVOV TOVG (f(Xn))neN, (f(yn))neN gyouv dl0popeTIKa Opla, TOTE dEV

vaapyst lim f(x)=/¢. H napodoo mapatipnon omotelel &voav tpdmo anddeiéng, otav to Opro piog
X—Xg

oVVEPTNONG OEV LITAPYEL.

Hopaderypa 4.1.10.

No amodeitete 611, dev vapyeL To 6p1o TG cuvaptnong f(X) = cos [1] , oto onueio x, =0.
X

[pbypoatt, Bewpodpe tic akohlovbieg e yevikovg 6povg X, :2— Koy, :;, vy kb N€ N, ot
Nz 2nm +
2

onoiec ovykhivouv oto undév (ywori;). Ot akoAovbieg TV €KOVOV TOVG (f(Xn))neN, (f(yn))neN eivan

otabepéc, emeldn ot yevikol 6pot Tovg glval

f(x,)= cos[i] =cos(2nz) =1, «o f(y,)= cos[i] = cos[2nn+g] =0.
X y

n n

Yuvenmg, g otabepéc axorovbieg cuykiivouv oto 1 ko 0, avtictorya. Emouévmg, to 6p1o tng cuvaptnong

f (x) =cos [E] dev vrapyet, (PAéme, Mapatnpnon 4.1.9 (iii)). 00
X
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4.2 IowwtnTeg TOV 0piedV

O vmoAoyiopdg Tov opiov cuvapTnong oe onueio, amodeikvoovtag v (4.1.2), eivar TIc TEPIGGOTEPEG POPES
EMMOVOG KOl dVLGYPNOTOC, €ival OU®G avaykaiog yio TV omddelEn Tov W10THT®V Tov opiov, Ol omoieg
SOTVTOVOVTOL OTNV akOAOVON TpdTAGT).

Ipotoon 4.2.1. Ectw ot cvuvaptioelg f:A—R xouu g:B—R, 6mov ANB=T wor x, onueio
ocvoompevong tov ANB. Av lim f(x)=a kot limg(x) =D, 16te 1oyvovv 0. akdAovOa:
X—Xo

X—Xg

i) XIiﬂrrxw(f(x)ig(x)):aj:b.
ii) XIiﬁrzl(f(x)-g(x)):a-b :
f(x) a

i) lim——==— avb=0.
X=X g(X) b

iv) Iim(f"(x)):(lim f(x)) , Y kGBe NEN .
X—Xg X—Xg

v) Twkdfe XeA,av f(X)>0,ka a>0,16te lim/f(x) =+/a.

Am6dar&n: H anddeitn tov tpidv tpodtov diotitov oty (i)-(iii) sivar dueon epapuoyn tov opiouod tomv
npalemv Twv cvvaptioewv, (PAéne, Kepdiao 1), koar apnvetor g doknon, (PAéne, Evosiktikég dhlvteg
acknoeig 4.3).

iv) H anddeién yiveton pe ) pébodo g podnuotiknig exoyoync.

INo N=2, av Bécovpe f =g ot nopordve Widmra (i) Tov yvouévou épovpue:

2

lim (£2(x)) = lim (f(x)- f(x))=a-a= lim f(x)- lim f(x) = , Gpa 1 CTodpEVn oyéon 1oyvEL.
X—Xg X—Xo X—Xg

X—Xg

lim f (x)
X=X

Ocmpodue OTL I6YVEL Y10 KAmolo uotkd apud K , dnhadn, 6Tt ioyvel

lim (£¥(x)) = lim

k
(FH 0 f(x)= (Iim f (x)) , (VdOECT EMOYOYNC).
X— Xy X—Xg X—=Xo
Qo amodei&ovpe Ot 1 WOt 6TV (IV) 1oyvet ko Yo K +1.
Ipdyuatt, ypnowomolmvtag v oo (ii) kot Ty vedbeon TG Enay®YNG UTOPODUE VO YPayoL LE:
lim (£<5(x)) = lim (£4(x)- f(x)) = lim (£*(x))- lim f (x) =
X—Xg X—Xg X—=Xg

X—Xg

k k+1
lim f(x)) -lim f(x):(lim f(x)) :
X—Xg X—Xg X—Xo
10 omoio amodeikviel 6t | (nroduevn oxéon oyvet yio K +1. Tvvenme n didtnta oty (iv) wydet Yo k6O
neN.
V)  Amo v (4.1.2), (BAéme, Opiopo 4.1.3), ko v vdbeon, lim f(x)=a >0, &xovpe o6t :
X—Xg

v kéOe € >0, ko exJa >0 , VIapyel 0 =0d(e) > 0, 1étotog dote av X € A pe |X — Xo| <0, totE 1oyVEL
[f(x)—a|<eva. (4.2.1)
Av emihé&ovpe oG € TOV TPOYUOTIKO OETIKO aplOuo eda , ka1 Ene1dn amod v vndbeon eivan
m +Ja>0 , LmopolLE va ypayovpe
‘m_ﬁ‘J(W—ﬁ)(er@ﬂJ f-a | [f00-a
| JToea T Al T Ve

Vv omoia cuvovalovtdg ™ pe v (4.2.1) Tpoxvntel 6Tl

N~ [f)—a _|[f(x)—a efa
e N (T ES

168



Yuvendg, v kabs €>0, vrdpyer 0 =d(e) >0, 1ét0o10¢ MDOTE ‘\/ f(x)— JE‘ <& yw k@Pe XEA, pe

|X — XO| <0, 10 onoio gmaAnOever v (4.1.2) otov Opiopd 4.1.3, ohokAnpdvovtog v anddelén. o0

Hopoadciypota 4.2.2.

Na amodetyBodv ta axdAovba Opia:
i) lim(c-g(x))=climg(x), yuax&be ceR.
X—Xg X—Xg

i) 1im(a, X" +a, X"t ax+ag)=2a,%" +a, %"+t ax +a, ke a R, i=12,..,n,

X—Xg

. x2=3 2

i) lim — =——.
Xaflx +2 3

i) lim— % _ 1

x~2x? —7x+10 3
v) lim Jx—a _ 1
x-a  X—a 2\/a
i) TIpdyuott, cvvdvalovtag v Wwotnta (i) g Ipodtoong 4.2.1, Bétoviag f(X)=c, pe 10 ovunépacuo
tov [apadeiypatog 4.1.6 (ii) tpoxdmtel To {nrovduevo.
i) Eoto f(X)=a,x"+a, X""+--+ax+a,, onov a €R, i=12,...,n pioa molvovouky coviptnon
Kot x, € R . Zvvdvalovtog v womra (i) g IIpodtaong 4.2.1 pe to mponyoduevo Mapdaderypo 4.2.2 (i)

, Y kéBe a>0.

kot v 8o (iv) e Hpotaong 4.2.1, (Bétovtag g(X) = X*, k=1,2,...,n), propovpe va ypayouLe:

XILryo(anx“ +a, X ax+a, )= fim (a,x")+ lim (8, X" )4+ Jim (2,x)+ lim a,
=a, lim(x")+a, , lim(x"*)+-+a, lim(x) + lim a,
n n-1
:an(limx) +an_l(limx) +--+a lim(x)+ lima,
X—Xg X—Xg X—Xg X—Xo

Emmiéov, lim x = X,, (BAéne, [apaderypa 4.1.6 (iii) ), ovvendg amd v mapandve oyxEon TpoKOTTEL :
X—Xg

XIier10(anx” ta, X b aX Ay ) =a,%" 8, X e a + 8 (4.2.2)
iii) @sopdvrag tig ovwvaptiosig f(X)=x*—3, kon g(X)= x>+ 2, vroroyiloviar ot oplakég TG TMV
ocvvaptmoemy amd v 1810tzo (i) g Ipdtaong 4.2.1, o1 onoieg givon :

xllr[]l(xz —3) =1-3=-2, xa Jlrpl(xz + 2) =3

Amd T1¢ TOpOTAV® oplakés TG kat Ty widtta (iii) g Ipdtaong 4.2.1 éyovue :
2
X°—3 2

lim ———=——.
x=-1X° +2 3
iv) Apyikd, yio, Tov vrohoyiopd tov lim——=—
) Apyd, y Yiop i 7% 110
emopévmg, 1 1010tto (i) tov mnhikov oty Ilpdtoon 4.2.1 dgv umopel va geoppootei, (givan

, . . ST 2
, TOPOTNPOVUE OTL IXILI;(X—Z)—O— lem(x —7x —i—lO),

. . 0
OPOGOLOPLOTY HOPON 6).

Emedn, ot moAv@VOUIKEC GLUVOPTNCELS GTOV aplBUNT Kol GTOV Tapovopaotn £xovv kown pila 1o 2,
UTOPOVLLE VO ATAOTOI|GOVLLE T CLVAPTION KOl VO, VTOAOYIGOVE TO Op1o ¢ aKoAovOmG:

. X—2 . X—2 . 1 1
=2 X°—7x+10 x»2(x—2)(x—5) x»2x—-5 3
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. X—+a
V) Apyikd, yio. TOV VTOAOYIGUO TOV IImQ

x-a  X—a

, TOPATNPOVUE OTL ltng(\/;—\/a:O:Iim(x—a),

X—a

emopévmg, 1 1810tntor (iii) tov mnhikov oty Ilpdtoon 4.2.1 Sev umopel va eeoppootei, (givar
0
OPOGOLOPLOTY HOPON 6).

[MoAramAacidlovtag aplBuntn Kol Topovopoot pe T ovluyn mopdotoon \/; +J5 ToL oplBuNT
TPOKVNTEL:

imYX=Va (&_ﬁ)<&+£):|im x—a — lim

1
lim —_
waox—a on (x-a)Vxdda) R (x-a)Vxa) ey
Azo v 1dotta (V) g [pdtoong 4.2.1 cvunepaivovue Ot
- Jx—+vJa 1
lim = .
a2

00

Egoppoyn 4.23. ‘Eotw pio ovvdpmon f:A—R ko x, onueio cvocmopevong tov A. Av
limf(x)=a,pue a>0 xau NN, 161¢

IimQ/f(x):vlimf(x):Q/a.

n-1

AnédeiEn: Amé v vrobeon lim f(x)=a ka v (4.1.2) yw tov Betikd appd e-a " , dmov >0,
X— Xy
vrapyel 0 = d(e) > 0, této106 MoTe Yo kéBe X € A pe |X — X0| <J Vo 1oyvEL
n-1
[f(x)—a|<ean . (4.2.3)
EmimAéov, ypnoilonoldvtog pe KATIAANAES OVTIKOTAGTAGELS TV TALTOTTO
X — yk — (X— y>(xk71 + kazy_’_ Xk73yz 4o yk—1> ,

UTOPOVUE VO YPAWOVLE:

[f%x)—aﬁ][f?(xw £ (gar + £ 7 (ar o ba |= 1) -a (4.2.4)

Zouvenmg, ylo kébe X € A ue |x — XO| <0, ypnowonowdvrog Ti¢ (4.2.3) ko (4.2.4), unopodue vo, ypayovus

{700 - e -

_ |f(x)—a] <|f

n-1 n—-2 1 n—3 2 n—1

fo)+f"(a+f"(x)a +--+an

(x) — a| < ea "
n—1 — n-1
an an

1 1
fn(x)—ar

=&

TO 07010 OAOKANPOVEL TNV aTOEIEN, €mEdN Yo kKabe € >0, vdpyer 6 >0, tétolo dote Yo kKGBe X € A pe
|X - X0| <= f(x)— Q/;‘ < &, emaAnbevovtog v (4.1.2).

Ipogavag n widtra (V) g [potacnc 4.2.1 ivar n mepintoon N =2 g mopodoag EQpAPUOYNS. o0

IIpétaon 4.2.4. Ecto n ovvapmon f:A— R, x, onueio cvsocdpevong tov A, ko lim f(x)=2.

Tote
lim | (x)| =¢|.
X—Xo
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An6oeién: H anddeién elvar Aeon epopproyn Tmv 1010THTOV TOV AITOANTOV TGV TOV TPOYLATIKOV aplOpoy
kot Tov Opiopo? 4.1.3, (PAéne, Evdeikticég dhvteg acknoelg 4.4). o0
Hopaderypa 4.2.5.

i) Eoto pia ovvapmon f:A—>R ka x, onueio ovocdpevong tov A. No amodeifetre 0Tl 1G)vEL

lim f(x) =0, av kot pévo av lim | f (X)| =0.
X—Xo X—Xo

Av 0écovpe £ =0 oty IIpdtaon 4.2.4,10 €06V givor Tpopovéc.
Ia 10 avticTpo@o, xpelaletal vo Tapatnpioovpe 0Tt Y10 kabe X € A 1oydet | f (X)| = ‘ | f (X)| ‘ , Ko ot

ouvéyela vo, emainbevocovue Tov Opopd 4.1.3.
ii) To avtiotpogo ¢ IIpotacng 4.2.4 dev 1oydeL.
[pdyunatt, av Bempnoovpe T cvuvaptnon
1, av x>0
f(x)= -
-1 oav x<0
gtvar eavepo 0t Yo k@be X e R, 1oydet | f (X)| =1. Enopévag, lim | f (X)| =1.
X—Xg
EmumAéov, 10 O0plo ¢ f oto onueio unodév dev vadpyel, EmeldN T0. TAELPIKA OpLol EIvVOL SLOPOPETIKG,
(BAéme, TIpotaon 4.4.4). 00

H enduevn mpodtaon sivar yvoot o¢ «kprripto mopsuforncy 1 «kavovag Sandwich», emeidn diver
duVATOTNTA. TOL VTOAOYIGHOV Opiov cvvdptnong, otav avty eivar «eykhofiopuévn» amd 0600 AGAleg
GUVOPTIOELS, 01 OTTOIEG EYOVLV TNV 1010 OPLOKT] TIUN.

Mpotaon 4.2.6. (Kpitipro wopeuforng). Eotw A 1o koo medio opiopod tov cuvaptmoeny f, g ko
h, ko x, onpeio cusomdpevong tov A. Av yio kGbe X € A 1) dovv

g(x)< f(x)<h(x), kou limg(x)=/¢=Ilimh(x),
T0TE

lim f(x)=¢.

X—Xg

Am6dar&n: H anddeién aprvetor og doknon, (PAéne, Evosiktikég Glvteg aoknoeig 4.5). 0

Hopadeiypara 4.2.7.

Na amodetyBodv ta akdAovba dpia:

Xsint) g ) lim((x— 2)" cos(3x+5) +3) =3

2

) lim

x—0 X6 + X

i) ®egwpovue ™ cvvapton k(x) =

— » N onola Tpopavmg eivor Oetich yio ke X € R . Emmhéov, eivan
X° + X

YV®OGTO OTL TO NUiTOVO Elvar epaypévn cuvaptnon, ondte yia kdbe X e R 1oydet
0 < sin(x)| <1.

IMoAlamhacidlovtag v mopandve avicwon eni K(X) >0 mpokidntel

0<|xzsin(x)|< X

T | T X

(4.2.5)
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T G : X2 1 0
Enedn) lim———=Ilim—— =lim——= =
=0 X" X7 x=0x (X" +1) xox"+1 041
otV (4.2.5) mpoxvmtel to {ntodpuevo, (Préne, Tlpdtaom 4.2.6).
ii) Enedn, n ovvapmmon tov cuvnutovov givar amdAvto. @paypévr, yuo kabe o= (3x+5)eR  1oydel

0, spapudlovtag 10 kpuriplo TOPEUPOANS

|Cos(a))| <1= —1<cos(w) <1, amd émov pmopodpe va yphyovpe —(X —2)° < (X — 2)° cos(w) < (x — 2)?,
Ko
—(x=2)* +3<(x—2)*cos(3x +5) +3< (x—2)° +3. (4.2.6)
Av Oswpnoovpe f(X)= (X — 2)2 + 3, ocbupwva pe v Wiomra (i) e potaong 4.2.1, xovpe:
. . 2 . 2
lim f (x) = leig((x—Z) +3) =3= lem(—(x—Z) +3)

Egapudlovrog 1o kprrmpio mapepPoing oty (4.2.6) mpokvmrel to {nroduevo, (PAéne, Ipdtoon 4.2.6). 0O

Egappoyn 4.2.8. Na amodetyfel 011 10y 0el

. sin(x
lim SN _
x—0 X

1.

Amooain: Eival yvooto amd v tpryovopetpio 0Tt yuo kdbe X € (—oo,O) U (0,+ oo) epyital |Sin(X)| < |X , Kot

Yo KGOe XE[—%,O]U[O,%] oYVEL |X| <|tan(x)|.

Oewpavtag X € [—%,O] U[O,g] etvon eavepo o6t cos(x) > 0, ko Sin)fx) > 0. Zvvévalovtag Tig mapandve
TPLYOVOUETPIKEG OVICMOGELS LTTOPOVLE VO YPAWOLLLE
|cos(x)|- x| <[sin(x)| <|x| = |cos(x)| < % <1. (4.2.7)
sin(x) sin(x)

Amd ta Tpéonpo. v €os(X), ———, 1 (4.2.7) yphoetar 0 < cos(X) < <1, and 6mov TPoKHTTEL
X

X
cos(x)—1< M) 4 g
X

Eneidn Iirrg cos(x) =1, (Bréne, Epappoyn 4.1.7 (ii)), tote Iirrg(cos(x) —1)=0, (BAéne, Mopaderypa 4.1.4 (ii)).

Emopévac, epopprolovtag otny mopardve avicwor o kprtplo mapepfoing, (PAére, Tlpotacn 4.2.6), £xove

lim m—l]—O:HimM—l. 00

X x=0 X

H akdAiovbn tpdtaon oyetileton pe to 6pto piog cvvOeTg GLVAPTNONC.

Mpétaon 4.2.9. Ecto f:A—R xm g:B—R, x, onueio ocvooopevong tov A, vy, onueio
ovesedpevonc tov B, kat f (A—{XO}) CB—{y,}.Av lim f(x)=y, ko lim g(y)=/¢, t61¢
X—Xo Y—=Yo

XILnxwg(f(x))zé.

Am6deiEn: Ao my (4.1.2), emewdny lim g(y) =2, ywo xdbe & >0, vadpyer 6, >0, 1ét010 GoTE YO0 KAOE
Y=Yo

yeB pue |y—y0|<51,va10x1')81 |g(y)—€|<e.
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Enedn lim f(X)=y,, yua k@b & =4, vndpyer 0 >0 tét010 DOTE Y10 KABE X € A pE (X — X, | < I, va 1oy0EL
M ox, 0 1 0

| f(x)— y0| < 0,, (PAéme, Opropo 4.1.3).

Emopévoe, yio kdbe &>0, vrdpyer 0 >0 térowo mote yio kabe Xe A pue |X—X0|<5, va 1008t

|g (f (X))—€| < ¢&. Zvvenmg, eroindeveton n (4.1.2), dpa X|IrTX1 a(f(x)=¢. 00
Hopaderypa 4.2.10.
No vroAoyio0ei

limcos x2+ 3 .

x—1 5x° -1

X+3
Ocwpovue Tig cuvaptiocelg f(x) = ﬁ , kot g(y)=cos(y).

Av x, =1, xou omd mv womra (iv) omy Ipotaon 4.2.1 noipvovpe:
lim(x+3
lim X3 _H< : ) _4_,
=15x" 1 lim(5x° —1) 4

x—1

Av y, =1, t01¢ Iyl_rg cos(y) =cos(l), (Bréne, Epappoyn 4.1.7 (ii) ). Emopévac, oopeova pe v Ilpotoon

4.2.9 mporvntel

X+3
5x% —

Iimcos[

x—1

1} =cos(l) . 00
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4.3 'Opwo ovvaptnong to drepo. Opro cuvapTnong 6To ATEPO

Opwopdg 4.3.1. 'Eoto plo cuvdptnon f:A— R kot x, éva onuelo cvoodpevong tov A . H f £yet

0pro To +amepo (+o0) oto onpeio X, , kot supPoirieron lim f(X) =400, av kat povo av
X—Xg

v kaBe & >0, vdpyer 0 =d(e) >0, této10 ®ote av X € A e |X — X0| <o, vaoyoel f(X)>e
(4.3.1)
Avéaloya, n f £yxet 6pro To -dmepo (—o) oto onueio x,, kot cvpPorileton lim f(x)=—oo, av ko povo
X=X
av

v kaBe € >0, vdpyer 0 =d(e) >0, tét010 Gote av X € A e |X— XO| <0, vaopoel f(x)<—e¢

(4.3.2)
210 Zyfuo 4.2 avamapioTaveTol 1 Ypaeikn topdotacn g cuvaptmong f(X) = < 2 (Tave oyxnue) Kot
X —
me g0 = -~ (kéo oxiuc)
(x—2) '

IMoapatnpodue 6tL n cvvapmon f,g dev opifovior 610 X=2 «xoir 0Tl Iin; f(X)=+cc (mbve) xo
Iin; g(X) = —oo (Katw).

1000 T

800 8

600 1

f(x)

y:

400 - 1

200r 1

-200 1

-400 1

y=g(x)

-600 - 1

-800 1

-1000 ' : ;
1 1.5 2 25 3

Yypa 4.2: Tpagikég mapaotdoeg f(x) = ﬁ (mévw) xar g(x) = —
X —

1 .
m (K(XT(D)
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Hopadsciypota 4.3.2.

Noa amoderyBovv ta akdrovba:

. 1
i) av f:(2,+00)— R pe f(X)= Z,Iérs, Iirzrl f(X) =400 .

X —

i) lim

X—2

1
(x—2)

ii)av lim f (x) =+o00, 1018, IimL:O.
X—X%g X—Xg f(x)

iv) av lim f(x) = oo, t6te, lim|f(X)|=+o0.
X—=Xg X—Xg
V) av JLTTQO f (X) =400, 1015, xILnxl‘/ f(X) =+o0.
vi) av f,g9: A— R ovvapticelg, X, éva onpeio cvocdpevong tov 4, pe lim f(x) =+oo kar f(x) < g(x),
X—Xg
X€A, (1) o éva Sidotua | C A, émov x, € 1), 1618, lim g(x)=+oc.
i) Hopotnpnote 611, f(X)>0, ya kabe X e (2,+o), enouévag uropovue va emrégovpue € >0, yo tov

omnoio woyvel f(x)>¢. Tote

1 1
——>e=x—2<~.
X—2 I3

1
Yvvendg, av emdégovpe 0>0 téroov dote 0<0<—, 10te Yo ke XER —{2} pe |X—2| <9
€

1 .
npoxvmrer f(X)= Y > ¢ . Emopévac, erainBevetor n (4.3.1) tov Opiopov 4.3.1 kat |IIT; f(X) =+o0.

i) @sopodue f(X)=— ‘Eoto ¢ >0 ywo tov onoio woyvet f(X) < —¢. Tote

1
(2

—%<—8:>1>(x—2)2:>|x—2|<i

(x—2) £ Ve
1
Av gmAé&ovpe Evav omolovonmote 0 >0 tétoov wote 0<d < T , 10te Yo X € R —{2} pe |X — X0| <0
&

TPOKVTTEL

1
(x—2)
Yovenmc, 1 (4.3.2) emoAndevetan , dpa len’ZI f(X)=—00.

f(x)=—

<—¢€.

iii)Eoto lim f(X) =+o00. @swpdvrog omotovénimote & >0 (uikpd) vradpyer 6 >0, této10 dote, avX € A
X—Xg
Ko |X— XO| <0 vo oyde
1
f(x)>=>0.

&
ATO TNV TOPATAVE HUTOPOVLE VO YPOWOULLE,

R
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ovovend¢ ywoo kGBe >0 (ukpd) vmapyer o0>0, této0 dote, avXEA ka |X—XO|<5va leyqital

L < &, 10 omoio emain0ever v (4.1.2), (BAéne, Opiopd 4.1.3). Apa, lim L =0.

f(x) x=% f (X)
Avaloyn givan n omodeién yoe lim f(x) = —oc0.
X—X%g

iv) A vobécovpe ot lim f(X) = —oc0 . Zoppova ue tov Opiopd 4.3.1 kar v (4.3.2) éyovpe 611
xX=%

v kaBe & >0, vapyer 6 >0, tétolo dote: avX €A Kot |X— X0| <o,10te T(X)<—6= |f(x)| >e,
amd 6mov amodeiydnke to {nrovdpevo.
Opota givon n anddeien, 6tav lim f(x) =+oo.

X—Xg

V) Eneidn lim f(x) =-+o0, yio k40e ¢ >0, vrapyet >0 této10 dhote, avXE A kot |X — Xo| <0 éyovue
X—X%o

f(x)>e>0, ondte /f(x)> Je. Etor, 6tav fewpnoovpe omotovonmote Betikd aplOpd & = e,
enainBeveton o Opioudg 4.3.1 ya t ocvvaptnon 4 f (X) .
Vi) H amdvtnon eivor gavepn amd to yeyovog Ot kébe popd mov g(X) > f(X) > e, yu kdmoo ¢ >0 tote,

vrapyel 0 >0 pe X € A kan |X—XO|<5,rér010 wote g(X)>¢. 00

Oa peAeTOOVUE, 6T GUVEXELD, TO Opto cuvaptnong f:A— R otav n aveEaptntn petapinti X teivet
elte 610 +00 (ovpPorikd X — +o00 ) glte 610 —00 (GUUPOAIKA X — —00), 1e TN TpoimdBeom 4TL, T0 Tedio
0PLoLOV A «EMTPEMELY TN UETUPANTA X VO TaipVEL TETOLEG TIUEC.

Opwopog 4.3.3. i) 'Eoto éva covoro ACR pe A:(X,—I-oo), v ke XER . To +o0o ovopdletar
onpeio svecOpevong Tov cuvdrov ACR, av ywr ke &€ >0, woydel (&,+00)NA=0a.
ii) 'Botw éva oovoro ACR pe A= (—oo,X), yio ke XER. To —oo ovopdletor onpeio

6ve6dpPeveng Tov cuvorov AC R | av yia kGbe ¢ > 0, 1oydel (—oo,g) NA=a.

‘Etot, yio mopddetypa, to +oo givar onpeio cueeOPELONS TOV GLVOAOL (2,—i— oo) Kot T0 —oo givon onueio

GVLGGMPEVGTG TOL GUVOLOL (—00,1].

Hapatipnon
Av 10 400 (avtiotoa, to —o0 ) eivol onueio cLGGMPEVONG TOV GLVOAOL A, TOTE T0 A TEPLEYEL €val
VTOGVVOLO TG Lopeng (a,+ o) (N (—oo,a) avrtictoyya).

EmmAéov, av 10 +oo (avtictoya, t0 —oo ) &ivar onueio cvoodpevong tov cuvorlov A, tote (PAéme,

Mapdaderypa 4.1.2 (ii) ) vrapyet pio akorovdia (yiori;) onueiov (Xn )nGN 10V 4, tétow dote lim X, =+oo (1
n—oo

lim x, = —o0, avtictoyw).

n—oo

Opopog 4.3.4. i) ‘Eoto coviptnon f:A— R ®ote 10 +00 va givan onueio cvsodpgvong tov A. O

apBpog ¢ ovoudleton 6pro g f oto +o00, Kot cupPolrileTon |iT f(X)=/, av kot poévo av yio kéde
X—+00
e >0 vrdpyel 6 =5(g) >0, €010 BOTE, AWV X > I, TOTE | f(x) —€| <e.

i) Eoto cvuvaptmon f:A— R dote 10 —oco va eivon onueio cueoompevong ov A. O oaplBuog £
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ovopdleton 6pro g f oto —oo, kar cvpuPoriletan lim f(X)=/, av ko1 poévo av ya kébe & >0
X——00

vrapyel 0 =0(g) >0, tétowo wote, ov X < —d , T0TE | f(x)— £| <eg.

210 Zyfua 4.3 avamopIcTAVETOL 1] YEMUETPIKT EPUNVEIR TOV IiT f(x)=/(=1 (nbvo) kot |i[T1 f(x)=(=1

(x41m).

15 T T T T

y=f(x)

0.5

I
1

1.5 T T T T

y=f(x)

0.5

-50 -40 -30 -20 -10 0

Tyipa 4.3: Teopetpikn eppnveio tov |i111 f(X)=/{ (mavo) koar lim f(X)=/ (xarw)
X—+00 X——00
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Hopadeiypoara 4.3.5.

Na amoderyBovv ta akdrovba:

i)
i)

lim ik:O,waKdOs keN.

X—+o00 X

‘Eoto f:A—R ko1 +oo &ivor onueio svesmdpevong tov 4. Ioyver lim f(X)=¢ ov ko pévo av yio

X—400

KkGOe akolovbdio (Xn )neN onueiov tov 4 pe limx, =400, n avtictoyn axorovdia (f(Xn))neN éyetl 6plo
n—oo

10 /, dnhodn, nlir+n f(x,)=".

i) lim [l~sin(x)]:0.
X—+oo| X

i)

‘Boto lim f(X)=/ ko1 pio axolovdio (Xn )nE

E&etdlovtog tnv mepintmon X — 40, vwobétovpe 6Tt X >0 ko & >0. IIpogavde, yio kibe k € N

1
—|<0.
X

1

oyoel —-<e&.Tote X> % , 0mOTE Y10 KGOe & >0 vrdpyel 0 = e >0 , TETOL0 OGTE X >0 =
X

Opota givor 1 omddeén 6toy X — —00.

onueiov tov 4 pe limx, =4o00. Tote, lim f(x)=/¢

X—+00 N n—oo X—+00

av kot povo av yo kéBe € >0, vapyet 6 >0, té1010 hote ov X > J , TOTE | f(x)— €| <e.

Emmiéov, and lim X, = +oo yua xdbe & >0, vrdpyer n, € N, 11010 hote X, > ¢, Yo kGhe n>n,.

n—oo

Av m=max{[6]+1, n,}, 6mov [§] t0 aréparo pépog tov d € R, 1618 Y100 kGPe £ >0, vapyer meN,

T£1010 DoTE | f(x,)— £| <e, Y kb0e N> M, and To onoio cuunepaivovue 6Tt lim f(x,)=~¢.
N—+00

Avrtiotpoga, £6Tm OTL Y10 omoadNmoTE akoiovbia (Xn )n onueiov tov 4 pe r!LTO X, = +00 TPoKvTTEL OTL

eN

lim f(x,)=/. Yrobétoope 611 lim f(x)=¢. Avtd onuaiver 611 vedpyer € >0 dote yia kébe >0,
X—+00

n—-+00

VIGPYOLY X >0 Yo To omoio |f(x) —€| > & . Zuvemmg, Yo kGe N € N, vmapyovv x, € A, 1€t0100 OOTE

X, >0= |f(xn) —€| > ¢, OMAadn, vapyetl pio akolovbio (Xn)n onueiov tov 4 pe limx, =400 yw
n—oo

eN
v omoia, woyver lim f(x,) = £. Avtd eivan drono and v vrddeon. Apa, lim f(x)=~1.
N—+00 X—400

Opoto amodekvdeTon Kat 1) TEPITTOGN Y10 TO — 00 .

1.
i) ®cwpodpe ™ cvvépmon iR —{0}— R pe f(x)==sin(x). Eoto wa axorovdia (X, )neN onueiov Tov
X

R pe limx, =+00. Tote, n axolovbio

n—oo

1
—] givon pio undevikn axkorovdia, (BAéne, Mapdaderyua 4.3.5
neN

n

(1) ko (i) kar 1 axorovbia Tov ewdvev f(X,)= isin(xn) gtvan ywvopevo undevikng eml gparypévng
X

n

axolovBiac, vrevbouileton 6T (Sin(xn )) eivan poypévn akolovdio, meidn |Sin(xn)| <1, 1o kGOe

neN.

neN

Tote, lim f(x,)= lim
X—+00 X—+00

L sin(xn)] =0, onote GOUPOVO, pe TNV [TpodTacn 4.1.8 1oyvet Iir+n f(x)=0.
Xn X—+400

‘Evag dAAog tpoémog omddellng yopic ™ ypnon akolovbiov mpoteivetar otnv doknon 4.6 (PAéme,
Evdektikég GAVTEC AOKNGELS). o0
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Opopog 4.3.6. 1) 'Eoto cvovdpmon f:A— R tétol0 dote 10 +00 va €ivol GNUEI0 GLEGOPEVOTG TOV
A. H ovvaptnon f éyel 0pro oo, ovuporiCeton Iirp f(X) =400, av ko1 pévo av yio kéde & >0
X—400
vrapyel o =0(g) >0, tétoo dote, av X >J, 1018 F(X) >¢€.
ii) Eoto cuvapmon f:A— R 1é€t010 ®oTE T0 —00 VO €ivar onpeio cvoodpevong tov A. H cuvdptnon
f &l opro +oo, ovpPforileton lim f(X)=+4o00 , av kar pévo av yio k€be & >0, vrdpyst
X——00

0=06(g) >0, térowo wote, av X< —0 , 1018 F(X) >¢.

Opwopog 4.3.7. 1) 'Eoto cvovapmon f:A— R tétoi0 dote 10 +00 va €ivol GNUEI0 GLEGOPEVOTG TOV

A. H cuvépmon f £yer 6pro —oo, cvuPoliletan XlHIrPOC f(X)=—00, av kar pdévo ov Yo k4e & >0,
vrapyel o =0(g) >0, tétoo dote, av X >J, 1ot f(X) < —c.

ii) Eoto cuvapmon f: A— R tétowe dote 10 —oo va givorl onpeio cusodpevong tov A. H ocvvaptnon
f  éel 6pro —oo, cvuPorileTar Xﬂmm f(X)=—0c0 , av kar poévo av yu kéde &>0, vrdpyet

0=06(¢)>0, térowo wote av X< —4 , tote f(X) < —¢.

Hopdaderypa 4.3.8.
) Av f:R—R pe f(x)=3x—2,t6te lim f(x)=—oc.

®a emoAnbedcovpe TV 1oL ToL Opiopo 4.3.7, epdcov 10 —oo givol onpeio cvecdpevong Tov R.
‘Eoto f(X)<—& ywéva ¢ >0. Tote

3X—2<—8:x<_8;2.

—&+2 —&+2

Apkel dowmdv, v kGBe >0 va emré€ovue 0 < TETO0 BOTE Yoo KGBe X <

va

npokdmtel f(X) < —e¢.

ii) Ov Opiopoi 4.3.6 ko 4.3.7 eivor 1wodvvoapor pe : «ya kdbe axorovdio (Xn) onueiov tov 4 pe

neN
lim x, = +00 va mpokvnter lim f (X ) =300 ».
n—oo

n—oo

O1 amodei&eig eivar avdroyeg pe ekeivn tov Topadeiyporog 4.3.5 (ii). 00

Ymv axo6Aov0n TpdTacn mTopovcstaloviot ol IOTNTES TOL 0PioL CLVAPTNOTS, OTAV TO OpLo gival +oo,
Ko 1 ave€aptnn petaPAnt tetvel otov mporypatikd aptopd x; .

Ipoétoon 4.3.9. Ectw ot cvvaptioceg f, g:A— R, kot x, éva onpeio cveomdpevong tov A, ue
lim f(x) = lim g(x) =+o00, (avtiotoyo lim f(x)=lim g(x) =—o0).
X=Xy X=Xy X—Xg X— Xy

Tote,

i) JLT(f(X)-I-g(X)):—I-OO, (avr. XILnQ(f(X)‘|‘9(X))=—oo)
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i) X'L"Q(f(x).g(x))eroo, (avt. X"m)(f(x)‘g(x)):—koo)

. 400, avc>0, (avt. —oco
iii) Av ceR,tote lim(c- f(x))= ( ).
X=%o —00, avC<O0, (avr. +00)
Amodeién: i) H amddeitn sivan epappoyn tov Opiopov 4.3.1. Yrobétoope 6t lim f(x) = lim g(x) = —o0

Ko Oo anmodei&ovpe 6T X|ir‘£10< f(x)+ g(x)) =—00.

"Exovpe Aoimov

. € €
lim f(X) =—o00 < Y10 kG0e E> 0, vmapyet 5, > 0, T€T010 OOTE |X— XO| <o = f(x)< o)

X— Xy

lim g(x) = —oc0 & Y10 k60 §> 0, vmapyers, >0 , T€T010 OOTE |X - X0| <9d,=g(x)< —%

X—Xg
Av Bempncovpe 6 = min {51,52} , TOTE Y10 KGO X € A g |X — XO| <o, &ovpe f(X)+ g(X) <—¢, and 6mov
OmodEKVVETAL TO CNTOVLEVO.
O (i) xou (iii) amodeikvovtal ovaAoya Kot aQivovTal ®G AoKNoN.
Hopatipnon: H omddeitn g Ilpoétaong 4.3.9 pmopeil vo yiver kot pe t ypnion axorovOiwv, (PAéne,
IIpotaon 4.1.8). 00
Hapatipnon
H IIpotaon 4.3.9 umopei vo emavadiotunwbet, Osopodvtag limg(X) =74, pe L€R pe ™ uéovn dapopd 6to
YWOLEVO VO £YOVIE:
+o0o (avt. —0), av £>0

jL@O(f(X)-Q(X))Z{

—o0 (avr. +0), av £ <0

O akdAovbec mpotdoelg eivar avtiotoyeg ¢ Ilpotaong 4.3.9, oty kdbe mpdTacT SATLTOVOVTOL Ol
WO10TNTEG TOV APOPOVV GTIG OPLOKEG TIUEG GTO ATELPO.

Ipotaon 4.3.10. Ecto ot cuvaptioeg f,g: A— R tétolec dote |iT f(x)= IiT g(x)=4o0.
X—x00 X—100

Tote,

i) XETOO( f(X)+ g(x))=+o0
ii) Xﬂrinx(f(x)-g(x)):jtoo

400, oavec>0

iii)Av ce R, tote lim (c- f(x))= .
) Av T0TE xHim( ()) {—oo, o C<0

iv) lim (f(x))n =400,y kébe neN .

X—+00
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IMpétaon 4.3.11. 'Ecte ot cuvopticeg f,g: A— R téroeg dote lim f(x)= lim g(x) =—o0. Tote
X——00 X——00

i) Xﬂr_noc(f(x)Jrg(x)):—oo

i) lim (109 g(x))=+oc

i) Av cE€R , oz lim (c- f(x)):{:z” " zzg
+o00, av n=2k

W, xﬂﬂo(f(x))n :{—oo ov n=2k+1’

Mpotoon 4.3.12. Eotw ot ocvvoptioerg f,0:A—R téroiec wote lim f(x)=+o0,

X—300

lim g(x) =—o00. Tore,

X—+00
lim (£ 9(9))=—o0.
Hopaosiypa 4.3.13.
Ioyvovv ta axdiovba dpia:
. . . N +00, avn=2k
lim x" =+o00 Kol lim x" = .
Xt 00 X——00 —00, avn=2k+1

Eivat e0koAo va S1omet®covpe Ty 16y Toug amd v 1010t (iv) e [potaong 4.3.11.

Egappoyn 4.3.14. 'Ecto 1 ToAD©VLUIKT GUVAPTIOT
f(x)=ax"+a, X"'+--+ax+a, pe a, €R kora =0.
Tore,

i) lim f(x)= lim a x" =
X—+00

X—+00

+o00, av a,>0
—o0, av a, <0

i) lim f(x)= lim a x"=

X——00

—oo, ov a,>0
+o00, av a, <0

Am6darln: i) 'Eyxovpe
lim f(x)= lim (a,x"+a, X"+ +ax+a)=

X—+00 X—+00

. 1 1 1
= lim x”[an+anl;+~-+a1 +ao—]=

X— 400 Xn—l Xn

aox—ln = lim (a,x")

X—+00 X—+00 X—+00 X—-+00 X—+00

= lim (a,x")+ lim [an 11]+...+ lim [a1 1 ]+ lim
- X Xn—l
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EQOGOV "T [ik] =0,k eN (BAéme, [Tapdaderypa 4.3.5 (i) ). To amotéreopa eivor TAEOV Qavepo omd TV
X—=+00 X
wotnra (i) g [Mpodtaong 4.3.10 kot oo to [Mapdaderypo 4.3.13.
Av, y mopédetypo, f(X) =3x> —5x+7, to1¢

lim f(x)= lim (3x* —5x+7)= lim (3x*)=+o0.

X—+00 X—+00 X—+00

ii) H an6deién sivar avaroyn ue 1o (i) Kot apiveTol og Goknon. 00

Egappoyi 4.3.15.'Ecto ot molvmvopikés ouvaptiosg P(X) =a x" +a X"+ +ax+a,, ko
Q(X)=b, X" +b, X" +-+ bx+b,, ue a,b; €R xav a b, =0.

Torte,

i) lim—%=1—=2, ovn=m

: av n<m
An6dei&n: i) Onoc ko otnv Epapuoyn 4.3.14 (i) éyovpe:
lim —=

= m
X—+00 Q(X) X—+00 mem +bm_lxm—1+-..+blx+bo X—+00 X [b +b 11_|_+b111_|_b01]
m X X"

n n- x"la +a —+--4+a - +a —
P(X)_ lim ax +a, X 1_’__|_aix_|_a0 _ i [ n n 1X aixn—l OX"]

XITI

XLITao X an+anil;+“.+a1x”—1+aog lim (anxn> a X"
== = lim —
i m x—-+oo XM
lim |x" [bm +bm—11++bl n:}l +b0 J;n]] XHTm<me ) bm X
X—+00 X X X

H andvinon sivar dpeon cvvéneia tov Iapadeiyporog 4.3.13 kat Tov Ioapadeiypotog 4.3.5 (i).
il) H am6deién givar avaroyn pe to (i) Kot apriveTol ®g Goknon. 00

Ytoug axOAovBovg mivokeg ocuvvowiloviol TO OMOTEAEGUOTO TOV TOPOTAV® TPOTACE®V KOl
TOPASELYLLATOV Y10 TO OPLO GLVAPTNONG GTO AMELPO.
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IMivekag 4.1: 1816tnteg Opinvy Otov |iT f(X) =+o0 ko IiT g(X) ==%00 (avt. 6tav X — X,)
X—100 X—x00

tim 100 [ im 000 [ tim (19-+900) [ im (10-09) [ jim 2] fim (e )
(x%6) () () b TO | (o)
+00 +00 +00 +o00 0 o0, ¢>0
—o0, <0
~+00 —00 ampOocdIOPIGTO —00 0 ouota
. —o0, >0
—00 400 amPOGOLOPIETO —00 0 Yoo, C<0
—00 — 00 —0 +00 0 opota
+o00, £>0 1
teR—-10 ’ - .
{ } oo oo —o0, £<0 ¢ c-¢
— (>0 1
terR—{0 - _ oo = :
10} >0 >0 +o0, £<0 I c-t

Mivoxag 4.2: [316mte opiov 6tav X — £oo ko f(X)=a X" +a, X"+ +ax+a,.

lim f(x)= lim (a,x") lim f(x)= lim (a,x")
X—+00 X—+00 X——00 X——00
—+00 —00
3,>0 oo o n=2k | avn=2k+1
—00 —+00
8, <0 —o0 o n=2k | avn=2k+1
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4.4  ITlevpwd 0pro cuvaPTNONG GE GNUEio

Otav Aépe 6t to Opro piag cvuvapmong f:A— R eivar o apbuog L €R, dtav x — x,, 6mov X, €ivor éva
onueio cuscmpevong Tov 4, evvoovpe OtL 1 avebdpmn petofAnt X mpooeyyilel to x, He OmOOVINTOTE
TpOTO. ANAOY, TO X — X, , EITE PE TIHEG HEYOADTEPEG TOV X, , EITE HE TYEG HIKPOTEPES TOV X, .

Av A:(a, b] ! A:(a, +oo) Kol X, =a, t0te 10 a eokorovbel va eivan onpeio cvocmpevong Tov 4
(ywri;) kou X tetver ot0 X, (X — X,) poévo mANclalovtag oTo X, ME TIHEG MEYOAVTEPEG TOV X,, ONA0SY,
mANo1alovtdg 1o omd de€id, eneldn to medio opiopov g f dev mepiéyel mpayuatikovg aplBuovg WKPOTEPOLS
1M {oovg Tov a.

Av A=[a,b) 1 A=(—00,b) kor x,=b, t0t€ 10 b €ivar onpeio cuood®pELONG TOL A, KUl X — X; HOVO
TANGLALOVTOG GTO X, ME TWEG IKPOTEPEG TOV X, , ONADT], TANGLALOVTAG TO 0md aploTEPA.

Opopdg 4.4.1. ' Eoto n ovvapmon f:A— R ko x, onpeio suscdpevong tov A. To d€&i6 6pro g f
oT0 X, &tvar o apBpog L€ R, otav 1o X teivel 6T0 X, 06 d£&Ld TOV, KO ONUELDVETOL xllr;q f(x)=1¢,
oV Kot Lovo o 0

Yoo k60 &>0, vmhpyer 0=0(¢) >0, 1€to10 @ote Yy kGPe XEA pe x, <Xx<X,+J, o)del
[f0)—¢<e (4.4.1)
To apretepd 6pro g f ot0 X, eivan 0 apBpos £ € R, dtav to X teivel 610 X, a6 aPLoTEPE TOL, KO

onuewdveton lim f(x) =/, av kot uévo av
X—Xg

Yoo k60 &>0, vmhpyer 0=0(g) >0, 1€to10 @ote Yo kGbe XEA pe x,—S<x<x,, oyl
[fO)—(<e (4.4.2)

Hopatipnon 4.4.2.

1) To de&o 6pro g f oT0 X, KOt TO AploTEPd Op1o g f oT0 X, £ivar yvwotd g whevpukd 6pra g f
OTO X, .

ii) T Tov voloyopd TV Thevpikdv opimv mg f ot1o X, epapudlovion ot W6TTEG TV OpimV, TOV
datvnddnkav oty [podtaon 4.2.1, oty Eeappoyn 4.2.3, ota Mapadeiyparta 4.2.2 (i) - (ii).

iii) Otav 10 +oo (avtictoyo 10 —oo ) givor onueio cvsodpevong tov A, (BAére, Opiopog 4.3.3), 10te O
Opiopog 4.4.1 tavtileton pe Tov Opioud 4.3.4.

Hopadsiypara 4.4.3.
i) No vroroyioBovv ta mhevpikd 6pior lim f(x) xar lim f(X), yio ™ cuvaptnon
x—3" x—3"
X, av X <3
f(x)=12, av X=3
X—2, av X>3

Ipogavmg, to medio opiopod g f eivar ohdxKinpo 1o R. Otav X — 37, dniadn, to X Teivel 6710 3 pe
TIEG PIKPOTEPES OO AVTO, TOTE 01 EIKOVEG OAMV OTMV TOV X divovtol amd tov tomo f(X) = X. Zoupwva
ue 1o [Mapdderypa 4.1.6 (i) 1oydet

lim f(x)=limx=3.

x—3 x—3
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5 T T T T T
f(x) = x-2
f(x) = x
4 f3)=2
3 -
x
T2
>
1 -
0 -
_1 1 1 1 1 1 1 1
-1 0 1 2 4 5 6 7

Yyfqpa 4.4: Tpaeikn napdotaon g cuvaptmong tov Mopadsiypatog 4.4.3 (i)

Otov X — 37, dnhadn 1o X teivel 610 3 maipvovtog Tipéc peyaAvtepeg and owtod, TOTE 01 £1KOVEC OA®V
avT®V TOV X divovtarl amd tov tomo f(X)=x—2. Zopugwva pe to IHapdderypa 4.2.2 (ii) ko and v

(4.2.2) mpoxdmrer
lim f(x)=lim(x—2)=1.
x—3" ( ) X—>3+( )
Eivou pavepd amd to mapandve anotedécpato, 6t to mAgvptkd opra e f oto x, = 3 &ivar dtopopeTikd,

TO OTO10 AVATOPIOTAVETOL GTO XyMpa 4.4.
ii) No vroloyioBovv ta mhevpikd 6po. lim f(x) ko lim f(X), yio tn cuvdptnon :
x—0" x—0"

2
>
F(x) = X5, avx>0

X, ov X<0

Ipogavag, to medio opiopod g f eivar to R. Otav X — 07, dnAadn, to X teivel 610 0 pe Tpég
HKPOTEPES OO VTO, TOTE 01 EIKOVEC OAMV AVTMV TOV X divovtar omd Tov tomo f (X) = X. Toppova pe to

Mapdaderypa 4.1.6 (iii) woydet
lim f(x)=limx=0.
x—0" x—0"
Otav x— 0", dnhadn, to X teivel 610 0 maipvovtog TIHEG HeYOADTEPES amd aTO, TOTE O1 EIKOVEG OOV
aVTdOV TOV X divovtar amd tov omo T (X) = X°. Topemva pe to Hapaderypa 4.2.2 (i) xat amd mv (4.2.2)
TPOKVTTEL
lim f(x)= lim(x*)=0.
x—0" x—0"
Eivon gavepd and to mapandve anoteléopata, 0Tt To. TAeLpKd opra g f oto x, =0 &ivon ico, (BAéne,
Zynua 4.5).
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y=f(x)

-3 -2 -1 0 1 2 3
X
Yyqpna 4.5: Tpaein napdotaon tng cuvaptnong tov Hopadsiyporog 4.4.3(ii)

iii) No amodeybei 11 1oyvovV:

.1 1
lim==40c0 «xot lim==—-00.
x—0" X x—0" X

Zopeovo pe tov Opiopd 4.3.1 kou v (4.3.1) amd lim == 400 16080vape umopodue vo ypayovpe Ot
X X

-0

1
v kabe € >0, vapyer 6 >0, této10 dote Yo kdbe XE A pe 0<X<J, va woyder —>¢.
, . 1 . . 1 . 1
Yovendg, av emhé€ovue 0 =—>0 , 10te Y kébe X € A pe 0 < X <= mpokvmTel —> €.
€ €

Xpnowonowwvtag Vv (4.3.2) tov Opiopov 4.3.1 oamodeikvdetar lim 1
x—0" X

=—00, TO OO0 GPNVETAL MG
Goxnomn. Zto Zyfuo 4.6 avomaplotdral 1 Ypaeikh mapdotoon g f(X)=— , and 6mov umopodue va
X

, o1 .1
Swmotooovpe 6Tt lim == —oo kot lim==+o00.
x—0" X x—0" X
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v b

o
02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
X

-2

. L , 1
Iynpa 4.6; Tpagikh mopdotoon g cuvépmong f(X)=—. 00
X

Zovvdvalovtag (4.1.2) pe tig (4.4.1) ko (4.4.2) amodeikvoeTol 1 akOA0VOT TPOTAGT), 6TV 0MOi0, SLUTVTIOVETAL
OTL Kav Kot ovaykoio cuvOnkn yuoo v dmapén (TPayUoTiKnig) Oplokng TG Hag ouvaptnong oe €va
onueio givorl n dIoPEN TOV TAEVPIKOV 0PIV TNG GLVAPTNOTG GTO GNLEIO AVTO LE TNV 10100 OPLOKT TUUT.

Ipétaon 4.4.4.'Ecto n cvvapmon f:A— R ko x, onueio cuocmpevong tov A . Tote

lim f(x)=¢ & lim f(x)=¢= lim f(x). (4.4.3)

X—Xg X—Xg X—Xg

Hopadeiypata 4.4.5
i) Xto Iapaderypo 4.4.3 (ii) vmdpyovv tor mAegvpikd Opua g cvvdptong f oto x, =0, kot woyvet
lim f(x)= lim f(x) =0. Eropévmc, and v icodvvopia otny (4.4.3) cvpnepaivovpe Iing f(x)=0.
x—0" x—0" X—s
i) Xto Mopdaderypa 4.4.3 (i) veapyovv Ta mievpikd Opra TG cvvapmmong f oto x, =3 pe lim f(x) =3, ka
x—3
lim f(x) =1. Encidn 1o mlevpikd Opio givar dapopetikd, dev vdpyet o 6po e f oto onueio 3,
x—3"
(BMAéme, TIpotaon 4.4.4).
iif) No e&etdoete, av vapyet 610 X, =0, TO OPLO TNG CLVAPTNONG :
x> 4+1, av x<0
f(x)=12 , av x=0
3x+1, av x>0
Apyucé vroroyiCovpe ta Thevpikd Opro. TG cuvapTnong 6to X, =0. 'Exovue
lim f(x) = lim(x*+1) =1 xa lim f(x)= lim(3x+1)=1.
x—0~ x—0~ x—0" x—0"

Emopévac, oopupova pe v Ipotacn 4.4.4, to 6po g f vmbpyet, emedn to mievpikd opa g f
vdpyovy kot gival ica petald tovg. EmumAiéov, amd v 1codvvopic oty (4.4.3) ocvumepaivovus

lim f (x) =1. 00

x—0
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4.5 Xovéyern ouvapTnog

Opopdg 4.5.1. 'Eotw n ovvapmmon f:A— R ko x, onueio cveompevong tov A. H f ovoudaleton
cvveyfg 610 onueio X,, av Kot Lovo av
lim f(x)= f(x,). (45.1)
X—Xg

IcodOvopa, f eivar euveyng oto onueio x,, ov Kat poévo ov

v kaBe € >0, vdpyer 6 =d(g) >0, tét010 MoTE Yo kAbe X € A pe |X — Xo| <0, Vo 1oyVEL
[f () — f (%) <e (4.5.2)

Av n ouvaptnon f eivor cvveyng oe kGbe onueio tov cuvorov B C A ovopdleton ouveyig oto chvoro

B.

Av ywo ) ovvapmon f oyder lim f(x) = f(x;), tote Aépe 6t f eivor asvveng oto x, € A Ko t0
)

onpeio x, Aéyeton onpeio acvvéysiag mg f .

H yeopetpikn epunveia piog cuveyods cuvaptnong mapovoidletat otny Mopatipnon 4.5.3 (ii).

Hopadsiypoata 4.5.2.
i) Hovvapmon f:R—[-11] pe f(x)=sin(x) eivor coveyigoto x, €R.
H cvvéptnon f(x) =sin(x) eivon cuveyng oto R.
[pdrypati, enedn XILFQ) sin(x) =sin(x,) , (BAéne, Epapuoyn 4.1.7 (i), ovppwva pe tov Opiopd 4.5.1 kar
v (4.5.1) cvunepaivoope 611 n cuvaptnon f(x)=sin(x) eivar cuvexng oto x,.
Enedn x, € R eivar toyoaio onpeio, n cuvaptnon f(x)=sin(x) eivoar cuvexng oto R.
i) Houvdpmon f:R— [—1, 1] pe f(x)=cos(x) etvon cvveyng oto x, €R .
H cvvéptnon f(x)=cos(x) eivar cuveyngoto R.

H anddeién yiveron pe avdroyo tpdmo, 6mwg oto IMapdderyua 4.5.2 (i), ypnowonoidviog thv Epapuoyn
4.1.7 (ii).
iii) H ot00epn| cuvaptmon f(x)=c, ceR, eivar cvveyng oto R.

Mpdypat, and to Hapaderypa 4.1.6 (ii) éovpe 61t limc=c. And v (4.5.1) counepaivoope Ot M

otafepr ovvapmon f(X) =X eivar cuveyng oto Tuxaio X, € R, emopéveg eivar cuveyng o 6Ao 0 R.
iv) H tavtotikn cuvapmon f:R —R pe f(X) =X sivar cvveyngoto R.
[pdypatt, amd 1o IMapdderypo 4.1.6 (iii) &govpe 6t limx=X,. And v (4.5.1) cvunepaivovpe 611 N

TavToTIKN suvaptnon f(X) =X eivon cuvexng oto Toyaio x, € R, emopévag sivar cuveyng e 6o 1o R.
V) H cvvéptnon
x> —X+5
f(xX)=7 x-3
1 ,ov X=3

,o0v X=3

gtvar acvveyng oto onueio x, = 3.

Ipdypatt, ov X =3 éva onotodnmote onueio Tov wediov opiopod R g T, tdte amd Tig 1616t TES OpimV
gyovpe
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limX X 12 i XEOED a7 £ (3).

x—3 X—3 x—3 X—3 X—3

Emopévag, n f etvan acuveync oto x, =3, (PAéne, Opopo 4.5.1).
vi) H cuvéptnon

(1
F(x) = sm[;], av X=0

0, ov X=0
dev etvar cuveyng oto X, = 0. Zto Zynpa 4.7, 10 HEPOG TNG KAUTOANG LE UTAE YPDOUO OTOTEAEL TN YPAPIKY

, Yy kabe X € R —{0} ko pio koKKivn kovkida avtiototyei oto onueio (0,0)

. . (1
napdotaon g f(x)=sin|—
X

™mg cuvaptnong . Ilpogavdg, n ypapikh mapdotacn g cvvaptnong f dev ivar cuvey oo x, =0.

1-5 T T T T T T T

0.5

y=f(x)
o

-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06
X

Yympe 4.7: Tpogikn napdotaon g cuvaptmong tov [apadeiypartog 4.5.2 (Vi)

To opro Iing Sin[l] dgv vmapyet.
X— X
[pbypoatt, ag vroBécovpe 6T VILAPYEL TO Op1o g cuvdaptnong f(x) =sin [EJ Kot etvan aplBpods. Oempolpe
X

TIC aKoAOLOieC (Xn )neN , (yn )neN LLE YEVIKOVE OPOLG

X:; Ko yn:;,ylaKdesneN,

’ 2n7r+% (2n+1)7r+g
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1100 1 omoieg woyder limx, =limy, =0, (ywaxi;). Ov avtictoyeg axolovdieg ToV glkdOvVLV (f(xn))neN Ko
n—oo n—oo

( f (yn))neN £yovv SlaPopeTIKd Opla, ETELON

—|=Ilimsin

n—oo

lim f(x,) = limsin
n—oo n—oo

T
2nr+—|=1
n 2]

Kot

lim f(y,)=limsin

= lim sin[(Zn —l—l)n—l—%]:—l

apa, o Iingsin[1 dev vrapyet, (PAéne, Tpdtaon 4.1.8 ko IHapathypnon 4.1.9 (iii)). Eneidr to 6plo dev
X— X

vrapyel, 1 ovvaptnon f dev etvan cvveyng oto x, = 0, (PAéne, Opiouo 4.5.1). 00

Hoapatyprioceig 4.5.3.

i) H ovvéyewa piag ovvapmmong f:A— R avopépetor e onueia X, tov mediov opiopod 4. Av 10 4 eivar
éva daotnpa tov R kot x, € A, 10te 10 X, €ivon onueio cuocdpevong tov 4, (PAéne, Opopd 4.1.1). Av
10 X, &tvon amopovopévo onueio tov 4, tote dev givan onpeio cvoodpevong, (PAéme, Opopd 4.1.1),
eme1dn vdpyet §, > 0 T€TO10 OOTE

(Xo—él, xo—él)ﬂA:{xo}.

Tote, yua k6Be & >0, vedpyel J <4,, 11010 MOTE Yoo X € A VoL 16) D€L

X=X| <6 = |/ (x) = £ (x0)| = |/ (%) = f(x0)| =0 <,
mov onpaivel 0tL M cuvdptmon f elvor cuvexng oto amopovepévo onueio X, .

o nopédetypo, av f:A— R kon A=(—2,3]U{5,7}, ta onpeia 5 kon 7 eivor anopovopéve onueio tov
A, ovvendg, n T eivar cuveync oe kabéva amd ovtd.

Emopévog, amd €dd ko 610 €€ng, ¢ Ba pog eVOLOQEPOLY TO OTOUOVMUEVO GNUEIN TOV TESIOV OPIGHOD,
€QOCOV elval d€dOUEVN 1) CLUVEXELD GE OVTA, TOPA LLOVO 1) LEAETN GTO GNUEID CLGGDPEVOTG, TOV VKOV
070 1Edio OpIGHOD.

i) H yeouetpicy epunveia piag evveyods cvvaptnong f eivar 611, 1 ypaeikn mopdotacny g eival pio
ouveyns ypoupn. Kot avto enedn, ot ewdveg f(X) petafdirovion pe cuveyn tpdmo 660 HETOPAAAETOL M
Tiun g aveEaptntng petafintige X oto medio opiopov te. ‘Etot, To ypaenua g f dev mapovoidletl kapio
«drokomn» 660 To X Kiveitol péca oto medio opiopov g f. Axdun, av to medio opiopol piog cuveyong
GUVEPTNONG TEPLEYEL KO OTTOLOVOUEVO ONUELN, TOTE 1) YEWUETPIKY epunveio eEokoiovbel va gival pia
ouveyng yYpoupn, pali pe OAa to SlokeKPIUUEVE. oNUELD (XO, f(Xo)) , OOV X, £VOL OTOPOVWUEVO oneio,
(BAéme, TTapdaderyua 4.5.2 (vi), Zynua 4.7).

Xmv mepintwon mov 1 cvvaptnon f eivar acvverng oto onuelo x, Tov mediov opiopov g, TOTE M
YPOAPIKA NG mapdotacn mapovotdlel diakon oto onueio avtd (| aiupa). Xto Mopdaderypo 4.4.3 (i), n f
efvan aovveyng 6to X, = 3 Kot T0 Ypaenua g Tapovctdlel dApa oto X, = 3, (BAéne, Zynpa 4.4).

2T1G 00O EMOUEVES TPOTACELG LEAETMVTOL Ol CNLOVTIKOTEPES IOLOTNTEG TOV GLVEXDV GUVUPTHCEMV.

IMpotaon 4.5.4. Eoto ot cvuvaptmoerg f:A— R ko g:B— R, ot omoieg givar cuveyeig oto onueio
X, e AnB=I. Tote
i) f+gxm f-g xowc-f, ceR,eivor ovveyels cuvaptioeig oto X,
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i) Av g (XO) =0, to1e M GLVAPTNON il glva cuveyNg 6TO X, .
g

Otovvoptioeg f+g, f-g ko ¢c- f givan ovveyeic oto A B ko 1 cvvaptnon i glvol cuveyng oto
g
(ANB)—{xeB:g(x)=0}.

Amooain: Eivar govepd 01t 1 amodeiln eivar cvvénewn g [Ipotaong 4.2.1 kot tov Opiopod 4.5.1 ko
aPNVETAL MG AOKNOM). 0

Hopadeiypata 4.5.5.

i) Kabe morvovoukn cuvépmon f(X)=ax"+a, X" +--+ax+a,, onov a R, i=01...n, sivar
ocvveyng oto R.
Ipdyuatt, cvvévaloviag v (4.2.2) tov Iapadeiypatog 4.2.2 (ii) pe v (4.5.1) tov Opiopov 4.5.1
ovpmepaivovpe 6Tt N ToAvwvopkn cvvapmon f(X) etvar cvveyng oe kabe onpeio x, € R, emopévog
elvarl ovveync oto R.

P(X)

ii) 'Eoto P(x) kot Q(X) moivdvvpo tov X. Tote n pn cvvaptmon f(x) = o)
X

glval ocvveyne o kabe

P(x)

onueio x, € R, to omoio dev anotelei pila tov Q(X). Ankadn, n pnm cvvapton f(X)= ) elvan
X

oLVEYNG OTO TEGIO OPICUOV TNG.
To cvumépacua TpokdTTeL and To Tponyovuevo Iapddstypa (i) kot v Ipdtacn 4.5.4 (ii).
INa mopdodetypa, n cuvdptnon
2
X" —3

f0=—re e

X" +4x° =5
etvon ovveyng oto R —{1}.

iii) O cuvaptioelg tan(x) kot cot(x) eivar cvveyeic oto TEdio opiGoD TOVG.

[payuortt, ot cuvaptioelg tan(x) xar cot(x) eivar mniika TV cvveymv cvvapthcewv Sin(x), cos(X),
(BAéme, Moapadeiypata 4.5.2 (i) ko (ii), aviictoryn), emopévog, ivar cuveyeic cvvapTNoel; 610 TTESIO
opiopov tovg, (PAéne, Tlpdtaon 4.5.4 (ii)).

iv) Ot vrepPorkéc cuvaptioelg sinh(x), cosh(x), tanh(x) sivar cuveyeic oto R ko coth(x) givon cvveyng
oto R —{0}.
To ovumépocpa mpokvmtel queco amd tn [Ipotoon 4.5.4 kot amd ToVG OpoUoDS TV VTEPPOMKDV
ovvaptmoemv (BAére, Opiopovg 1.6.1, 1.6.5, 1.6.9 ko 1.6.13), ene1dn] yia kb X € R, éyovpe:

et —e et +e” et —e"
, cosh(x)= * ko tanh(x) = ——
e*+e

sinh(x) = :
e*+e”

S 00
e J—

kot ywo kéBe x € R —{0}, coth(x) =

Ipétoon 4.5.6. Ecto pio cuvaptnon f:A— R cvveyng oto x, € A. Tote :
i) H ouvvépmon |f| glvon cLVEXNG OTO X, .

i) H ovvdptnon Q/? glvon cuveyng 6to X,, Otav f(x,) >0.
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Améoeén:

i) H anddeién npokidmtet dpeca amd v [podtacn 4.2.4 ko v (4.5.1) tov Opopov 4.5.1.
i) H andde1&n npokdmtet dpeoa amd v Eeapupoyn 4.2.3 ko v (4.5.1) Tov Opiopo 4.5.1. 00

Hapaderypa 4.5.7. O1 cuvaptioelg ‘Xz — 5‘ , \/; ko 3/ x* —5X givon ovveyeic 6To 1Edi0 0p1GLOD TOVC.

Hpéypott, av Bsopicovpe Tig ovvaptioec f(X)=x* =5, g(x)=x kot h(X) = x* —=5X, coppova pe 10
Mapdéderypa 4.5.5 (i) o1 mapamdve cuvoptioels ivol cvveyeic oto R wg moAvmvopkés, ondte Kor ot
TEPLOPIGHOL TOVG o€ LITOGVVOAN Tov R eivor cuveyeig cuvaptioels. Emouévoc, n cvvaptnon ‘XZ —5‘ givan

cuvexic oto R, enedy f(X) =X —5 og molvevouki ivat cuveyic oto R, (BAéne, TIpdtaon 4.5.6 (i)).

H ovvapton JX givar ovveyng oto [0,+00), enedn g(x) =X g molvwvouiky eivol coveyng oto R, dpa
Ko 0 TEPLOPIoUdG TG 010 [0,+00) elvan cuveyng, (PAéne, Tpdtaomn 4.5.6 (ii)).

H ouvaptnon x> —5x givor svveyng oto (—oc,0]U[5, +o00) , enedy N(X) = X* —5X og¢ molvovopun sivot
ovveyns oto R, dpa Kot 0 mEPOPIGUOG TG 610 (—o0,0]U[5,+00) elvan cuveyne, (PAéne, Ilpotaon 4.5.6
(if)). 00

Opwopdc 4.5.8. Eoto ACR, pio cuvdpton f:A— R ko x, € A.
i) Av 1o onpeio x, € A givar 8e&16 dxpo tov daothpatog A kar lim f(x)= f(X,), tote Aépe o f
X—Xg

gtvan ovveyfg amd aproTepd oto X, .

i) Av 1o onueio x, € A eivar apiotepo ducpo tov dwcthipatog A kar lim f(x)= f(X,), tote Aépe 6mun
X—Xg

f etvon ovveyng améd 0g&ré 610 X, .

O Opopdg 4.5.8 cvvdcel v €vvola NG CLVEYEWS OE &V ONUEID LE TNV «TAELPIKT] CUVEXEW TNG
oLVAPTNONG YOP® amd avtd. And v (4.5.1) 1 évvota g cuvéyelag oe éva onueio eaptdTol apyikd omd T
Oapén TG OPLKNG TIUNG TNG CLUVAPTNOTG GE OVTO, 1| OTOl0L GUVOLETAL e TNV VTOPEN KOl TNV TN TOV
«TAEVPIKOV Oplmv» NG GUVAPTNONG YOP® oo To onueio, (PAéme, ) oyéon (4.4.3) oty [pdtaocn 4.4.4).
v akdAovdn mpdtact dlaturdveral pio tkovh Kol avaykoio cuvOnkn, tov eEacearlel T cuvEXELM TNG
oUVAPTNONG GE €vo ONUEID TOVL TESIOV OPIGHOD TNG KOl GUVOEETAL UE TNV TAEVPIKY] CLVEXELD, OTMG OVTH
opiotnke otov Opiopod 4.5.8. H amddeién g npdtacng, mov axoAiovdet, eivar avaroyn g llpotaong 4.4.4,
OmouTEl TNV YPNON KOAOLOIDV KOl APNVETOL WG AGKN o).

IIpotaon 4.5.9. Mia cvvéptmon f:A— R eivon cuvexng oto x, € A av kot povo av givon cuvexng omod
apLeTEPA Ko GLVEYNG amd Oe€Ld 6TO X, .

Hopadeiypata 4.5.10.

i) H ovvdapton (step function)
C, avX>0 ,
f(x)= , Y kabe CeR,
0, avx<O0
gtvan ouveyng amd 6e€1d 610 X, = 0, evd dgv eivar cvvexng omd aploTepd 6to X, =0.

[Ipopavmg 1oydet
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lim f(x) = limc=c= f(0),
x—0"

x—0"

ovvenmg, N T etvan cuveyng amd 6e&id oto x, = 0, (PAéme, Opionog 4.5.8 (ii)).
Eneion
lim f(x)=1im0=0=c= f(0),

x—0

x—0

dev emonBevetan o Opiopoc 4.5.8 (i). Xvvenmg, n f dev elvon cvuveyng and apiotepd oto X, =0.

i) H cuvéptnon
2
X7, —-1<x<L3
F(x) = o <x<
-1, 0v x=-2

glval Guveyng 6To TEGIO OPICLOV TNG;

To nedio opiopod mg f eivar o A=[-1, 3JU{—2}. T kaBe x€(—1 3) 1 cvvapmon &gt Tono

f(x)= X% Kot ®C TOAM®VLIKY gival cuveyne. 1o onueio X=—1 1 f eivan cvveyng amd de&id (Lovo),

EMEON
lim f(x)= lim x*=1= f(-1).

* x——1"

x——1
H f eivou ovveyng oto amopovopévo onueio X =—2, (BAéne, Iaparipnon 4.5.3 (i) ).
iii) No evromioBovv ta dwactipote tov R, 61ov 1 cvvdptnon
X, av X <2

f(x) =11, av X=2
X—2, ovX>3
glvan cvveyne.
To medio opiopod mg f ivar 10 A= (—o0, 2|U[3, +00). H ypappucn covépmon f(x)=x eivar cuvexfg,
v kéBe X < 2. Emedn

Iirp f(x)= Iirpx:2¢1: f(2),

obueavo pe tov Opiopog 4.5.8 (i), n f  dev eivon ocvuveync amd aprotepd oto X=2. To X =2 amoteAei
onueio cvvéyelag povo amd dekid.
H ypapuxn cvvéptnon f(X) = x—2 givar cvuveyng, yio ke X > 3. Emmdéov, eneion

lim f(x)= limx—2=1= f(3),
x—37 x—3"

n f elvar coveyng amd de€id oto X =3, (BAéme, Opropdc 4.5.8 (i)).
ivV) No eEetacbei 1 cuvéygia Tng cvvdptnong:
H
XCoS|—|, av Xx<0
X
f(x)=y 0O, oav X=0

1+x25in[1], av X>0
X

To medio opiopov g cvvaptnong f eivarto R.

INa kabe x <0, n ovovapmon f(x)= XCOS[E] elvatl ouveyne, ®g yvOUEVO GuVEX®Y GLVAPTNGE®Y. [
X

Kkabe X>0, n ovvapmon f(x)=1+ Xzsin[l] glvar ovveyng, oG GOPOIGHO CLVEXDY GUVAPTNGEMYV,
X
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(onuewdveton 6tL 1 cuvdpmon g(x) = x> sin

1) . , . , ,

= | eivou cuveyic, ®¢ YIVOUEVO GUVEXDV GUVOPTHGEMY GTO
X

(0,400)). Zt0 onpsio x, =0, T0 omoio givar oNpeio GLEGHOPEVONG, EXOVYE :

l] =0=1(0)
X
Enopévag, n f eivon ovveyng amd apiotepd oto x, =0.

EmunAov,

lim f(x)= lim xcos

x—0" x—0"

lim () = lim [1+ xzsinl]:1+ lim [xzsini]:prozli £(0),
x—0" x—0" X X

x—07"
an’ 6mov cvunepaivovpe 6tin f dev eivan cvveyng amd de&ié oto x, =0.
Apa,n f eivon sovegng oto R —{0}.

V) No vroloyts0o0v ot Tporypotikéc Tipéc Tav Tapouétpov a,b , dote n cuviptnon

ax—+5, av X<3
f(x) =18a, av X=3
x> +(bx/3), av x>3

va, ivat cuveyng oto medio oplopov g,
To wedio opiopov g f &ivar to cbvoro R.

Mo kabe X <3, ovvapon f(X)=ax+5 eivar cuveymc, g GBpolsa GLVEYDY GLUVAPTHGEMV.
b
o kafe X >3, n ouvaptnon f(x)= X+ §X elvar cuveyng, ®g GBPOIcUA GLVEXDY CLUVOPTHCEDV.

Ene161] to onueio X =3 avhkel 610 medio opiopod g T, mpémet n cuvdptnon va givan cvveync oe awto,
TO 0OTO10 €lval IGOJVVOO [LE T CUVEXELD TNG GUVAPTNONG OO APIOTEPA Kot TN GUVEYELN omd deEd 6TO
x =3, (BAéne, IIpotaon 4.5.9).
Sougava pe tov Opiopog 4.5.8 (i) mpénel va ioydet:

X"T, f(x)= f(3)<:>xlin;(ax+5):8a &3a+5=8asa=1

Kot cOpeava pe tov Opiopog 4.5.8 (i) mpénel va woydet:
lim f(x)= f(3) < lim [x2 +%x]:8a:8@9+%3:8@b:—1
x—3" X—3"

Apa, n ouvvaptnon f eivor ocvveyne oto medio opiopov ™ R, otav a=1 ku b=-1.
00

210, EMOUEVO, OVOPEPOVLE KATOL0, GILOVTIKG BE@PLLOTA, TO OTOI0 ATOTEAOVY EQPAPUOYEG TNG CLVEXELNG Mg
oVVAPTNOTG 6 £va KAELGTO ddotnua, EekvavTog pe to Bedpnuo Bolzano, v arddeién tov o avayvaotg
umopetl vo v avalntioel e omolodnmote cvuyypaupa g Piproypagiog, (IMavtekidng, 2008; Poacoidc,
2014).

Oedpnpo 4.5.11 (Bolzano). 'Eotw f :[a, b] — R ovveyng ovvapmon. Av f(a)- f(b) <0, tote vdpyet

X, €(a, b), této10 dote f(x))=0.

Hoapatyprioceig 4.5.12.
i) Zoupovo pe to Oeopnuo 4.5.11, pio cvveyng cuvaptmon f oe éva Khelotd didotnuo [a, b] , pe v
npodmdOeon ot T Exel eTepdonpeg TG ota dkpa @ Kkou b, £xet TovAdyotov pia piCo X, petadd Tov a
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ko b, (n pia dev givar kdmoto amd ta akpa @, b). To Osdpnua 4.5.11 dev divel TANpoPopieg yia TO oL
gtvar n pila avtn, damotodvel pdvo Ty VIapEN ™ Kot evtomilel To ddoTnua (a, b) péoa 610 omoio

OLTH AVNKEL

i) H yeopetpikn epunveio tov Osopfpotog 4.5.11 givar 611 : pio cuveynig cuvaptnon 610 KAEITO StdeTnuo
[a,b] , 610 omoio ot Tuég f(a) war (D) eivon etepdonpeg, Exel Ypoapiky TOPACTOOT], 1| OO0 TEUVEL TOV
a&ova X'0X oe éva TovAdyioTov onpeio, To X,, T0 omoio Ppioketon petald tmv a kot b, (BAéne, Zynua
4.8).

Hapadeiyporo 4.5.13

i) To moAvdvopo 3x° —2x° +4x —1 éyet TovddyioTov pia pila 6To SidoTnua (O, 1) .
Hpéyport, Oewpodpe v moAvmvopkt ovwvaptnon f(X)=3x" —2x° +4x—1, 1 onoio. @C TOA@VOLIKT
elvar cuveync o€ oAdkANpo 10 R, emopévog kot 6To KAEIGTO d1doTNIA [O, 1] . Evkola, domotmvoupe 6Tt

f(a)-f(b)=10)-f1)=(—1)-4=—-4<0, omdte ovppwva pe 10 Oedpnua 4.5.11, n TOAV®VLIKN

ouvaptnon f(X)=3x" —2x*> +4x—1 éyet tovhdyotov pio pice, TéTola GoTE 0 < X, <1.
Tovendg, 3%, —2X,° +4%, —1=0, pe x, €(0,1).
Y10 Zynuo 4.8 e UThe YPMLUO. OVATOPICTAVETOL 1] YPOPIKT TOPpAoTOOT TG cvvaptnong f oto (0, 1) , M

piCa x, evromileton 60 daoTUO (0.2,0.3).

f(x) = 3x°-2+4x-1
4 T T T

3.5

25

=f(x)
on

y

|
o
n
T

_1 1 L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Tymna 4.8 Tpogikh mopdotaon g ovvapmong f(X) =3x* —2x° +4x—1

ii) H e&icowon cos(x) = x &gt tovhaytotov pia pila oto didomua (-5, 5).

195



Oswpovpe ) cvvaptnon f(x) =cos(x)—x, n omoia eivar cvveyng oto R, cuvenmg givar cuveyng Kot

670 KAgwo10 Sidotnpa [—5, 5] . Emmhéov, mapatnpovpe 61t [—x, 7] C[—5, 5]. Emmh£ov,
f(—n)=cos(—z)— (—7)=1+z>0, ko f(z)=cos(zx)—r=—-1-7<0,

and omov f(z)- f(—xn)<0. Enouévog, emainbedovior ov mpoimobicelg tov Bewpruatog Bolzano,

GUVETMG, LTAPYEL X, € [—n, n] C [—5, 5] tétol0 wote f(x,)=0, (BAéme, Osodpnua 4.5.11). Apa, n

egiowomn cos(x) = X €yel TovAdyioTov pio pila 6To dtdcTnuo (—5, 5) . 00

Mia cuvéneia Tov Oewpnportog 4.5.11 dtotvrdveTon 6Ty akdAoLON TpdTACT.

IMpotaon 4.5.14. Eoto f: [a, b] — R ovveyng ocuvaptmon, tétowa dote f(a) = f(b). Tote, yia kébe tyun

A peta&d tov f(a) ko f(b) vrapyer mpaypoticog apduog x, € (a, b) , TETO10G OOTE Vo, 1oyveL f (X,) = 4

Amédatn: Enedn f(a)= f(b), yopig PAaPN g yevikdntog, Bewpodpe o6t f(a) < f(b), ondte woydel
f(a) <4< f(b). OpiCovpe ™ ocvvapton g:[a,b] =R, pe g(x)= f(x)—4, ywo x6be xe[a,b]. H g
emaAnOevel Tic mpoimobéceig Tov Bewpnuatog Bolzano, (BAéne, Osopnua 4.5.11), enedn n ocvvapmon f
elvar cvveyng, kot 1 cuvdpnon g etvar cvveyng mg aBpoicua coveydv cuvapticewv. Emmiéov yio ™ ¢
wyver ga)-gb)=(f(@-A)(f(b)-1)<0. Zvvenwg, ovupwvo pe t0 Oedpnua Bolzano vrapyet
TOVAGYIoTOV €vog Tpoypatikog apdpog X, € (a,b), téroog ®ote g(x,) =0, omd OmMOV TPOKVTTEL TO
Cnroduevo, g(x,)= f(x,)—4A=0.Apa, f(x,)=41. 00

Hapatnpioceig 4.5.15.

i) HTIIpotaon 4.5.14 givar yvoot kou o¢ «Oedpnuo Evoidueong TIWAG) T@V GLUVEYDY GLUVAPTHCEMV, ETELON
ywo omotadfmote Tipn A, petald tov f(a) xor f(b), vrdpyel tovddyiotov évag k € (a, b) TOV 07Oi0L 1
e1kovo 160Vt pE 4.

i) H yeouetpicn epunveia g [pdtaong 4.5.14 givan ot av 1 f  elvon pion ovveyng ovvaptnon oto
LA TN HLOL [a, b] , M YPOQIKN ¢ Tapdotaon téuvel v gvbeic y=4, 6mov A omotocdnmote aplOuog

peta&d tov f(a) kar f(b), oe éva tovrdyiotov onueio M (k, 4).

2N CLVEKELD OVOPEPOVLE Vo Oe@PNUo YPIOUO GTOV VTOAOYIGHO NG UEYIOTNG Kol TNG EAAYIOTNG TIUNG
pilog ouveyovg GLUVAPTNONG, TOL €ivol OPICUEVN GE Eva KAEIGTO OACTNMO, 1) OMOSEEN TNG OENVETOL ®C
doxnon kot prnopei va avalnmOei (Pacoide, 2014; TTavtekiong, 2008).

Ozopnua 4.5.16. Av n ovvaptnon f eivon cuveyng oto dtdotua [a, b], 10t 1oYvoVY TO akdAOVOA!
i) H f elvar ppayuévn oto [a, b].
i)  Ymapyovv mpaypoartucoi apbuoi x, x, €[a, b], térowor dote

f(x)=minf=m, xon f(x,)=maxf=M.

iii) f([a,b])=[m M].
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Hoapatipnon 4.5.17.

Soupova pe 10 @sdpnua 4.5.16, av n ovvapmon f  elvar ovveme oto [a, b], t6te TO GVVOLO
f([a,b]):{ f(x): xe€[a,b] } tov ewovov g f eivar epaypévo, vmdpyovv, dnradn, 600 TpoyuoTIKoi
apBpoi m ko M, té€to101 dote M < f(X) <M , yio kabe X €[a, b]. Emopévmg, n ypapikn mapdotacn g f
elvar pio KoumoAn ypopuun, n oroia mepucheieton peta&d tov oprloviiwv evbfetmwv y=m kor Yy =M , pe 11g
onoieg epdntetor o€ évo TovAdylotov onueio. Emmiéov, n ypaewn mapdotaon g f  tépver xou kdbe
oplovtio evleia Yy = A, 6mov M< A<M |, (BAéne, [TpoTacn 4.5.14).

H endpevn mpodTaon avaeEpetal ot GUVEXELD CUVOET®Y GLUVOPTNCE®V KL 1) AOSEIEN TNE TPOKLITEL OO THV
[Ipotaon 4.2.9 kon aprvetal ¢ AGKNoT).

Mpoétacy 4.5.18. Eocto f:A—R kot g:B— R 800 cvvaptiicelg, ttoteg dote f(A)CB. Avn f
glvon ovveyng oto onueio x, € A xou 1 g ovveyng oto f(x,), T0te M OVOBeT cuvaptnon go f eivan
oLVENNG GTO X, € A.

I'evikotepa, av np f eivan cuveyng oto A, xaum g eivarl cvveyng oto f(A), 1ote 1 ohvBetn cvvaptnon
go f eivon cuveyng oto A.

Hopadsiypata 4.5.19.

‘Eoto f:A— R pia cuveyng ocvvaptnon. Tore:

i) Ouovvaptioeis sin(f(x)), cos(f(x)), tan(f(x)) kon cot(f(x)) etvon cvveyeic ot0 4, @G cuvbéoels
ovveymv ocvvaptoeny, (PAére, Tapadelypota 4.5.2 (i) xau (ii), ko Topaderypo 4.5.5 (iii)).

i)  OvvnepPolikég ovvaptioelg sinh( f(x)), cosh(f(x)), tanh(f(x)) xon coth(f(x)) eivar covexeig oto
A, ®¢ GVVOEST] CLVEYDV GUVUPTICEWV.

iii) Ot exBetcég ovvaptioeic, €™, a'™ e a>0, sivan cuveyeig oto 4.
iv) H loyapBpukn cvvépmon, log, (f(x)), pe a>0, xar f(x) >0, eivor cvveyng oto A.

V) Hovvaptnon /T(X), omov f(x)>0, xe A, givor cuveyng oto 4. 00

Mpétaon 4.5.20. ' Eoto A éva ddomuo oo R xor f:A— R pio coveyng Kot ou@uovosHuovTn

ovvapmon. Tote,n f': f (A)— A eivor cuveyfig cuvaptnon.

Hopadeiypata 4.5.21.

i) Zouewvo pe toug Optopode ko tig ITapatnpnoeig oty Evomra 1.5, xabbg kot to Mapadeiypata 4.5.2
(i) xon (i), Mapdderypa 4.5.5 (iil) o1 AvTIGTPOPES TPIYOVOUETPIKEC CUVAPTNOELS

sin*(x), cos *(x), tan *(x) kaw cot *(X)
elval cuveyeilg cLVAPTACELG 0TO AVTIoTOYO TESIN OPIGUOV TOVG.

ii) Zopewva pe Toug Optopovg kat tig Mapatnpioeig otny Evotnrta 1.6, kabodg kot o Topadetypa 4.5.5 (iv)
01 aVTIoTPOPEC VITEPPOMKEG GUVAPTNGELS
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sinh~*(x), cosh™*(x), tanh *(X), ox coth *(x)
glvorl cvvEYEIC CLVOPTNGELS GTO AVTIGTOLYO TEGID OPLOUOD TOVG.
iii)H AoyopiOpukn cvvéptnon Inx: (0, + oo) — R eivon ovveyng cvvaptnon, og aviictpopn g eKOeTIKNG
ovvaptnong e, (PAéne, Evotnta 1.4).
iv)H ovvaptnon In (X2 —1—1) givon ovveyng v kdBe XER, o¢ odvleon ToV cuveydV GLVOPTHCEOV
f(x)=x*+1 xa g(x)=Inx.
vi) H ovvdapmon In (1— XZ) etvon cvveynig oo (—1, 1), (yois). 00

Hopatypriceig 4.5.22.
i) Xy [Ipotaon 4.5.20 av 10 A givon £va KAEIGTO SIAGTNO, TOTE TO GUVOAO TIUAV TNG GLVAPTNONG Eivol
f(A)=[m, M], 6mov m=min f kat M =max f o0 SidoTNPA A.

i) To ovumnépacpa tng ITlpdtacng 4.5.20 efoxorovBei vo 1oyvel, Otav m vmdbeon «n f eivon
ap@lovocuovTny avtikotaotofel pe v vrobeon «n f eivar yviowa povotovry (dniadn, yviolo
avéovoo 1 yvhiolo eBivovsa 6to didotnua A4).

Emumhéov, coppavoa pe v Ipotacn 4.5.20, avn f eivor yvioia povotovn kot cuveyng, tote n | ! eivan
ovveENG, Kal £xel To 1810 £id0¢ povotoviag pe t ocvvaptnon f, (PAéne, TIpdtacn 1.3.6).
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4.6. 'Opro TPOYROTIKIG CLUVAPTIONG GE TPOYPUUUATICTIKO TEPLPGALOV

H evtodp TImIt ypnowonoieitat yioo Tov vwoloyopd tov opiov piog mpaypatikig cvvapmons f g
aveEdptnne petafAntig X, 1 omoio OnAmvetor pe TN SLUPOAKT] eviolr] SYmS. Ot evtoAég eival
dabéoueg oto Aoyiopkd Matlab pe to Symbolic Math Toolbox (Symbolic Math Toolbox) kat Octave pe to
Symbolic package (Octave-Forge - Extra packages for GNU Octave).

1
o wapddetypa, yio ) ovvéptnon f(X)== éyovpe:
X

I Tov vrohoyiopd tov opiov N eviodr; TEIMIT 8éyetan w¢ e16680vG:

- m ovvaptnon T

™V avedptntn pHetafAanti X

- to onueio Xo M arepo (inf), 6mov teiverl n aveEapnn petaPint
Av TtopaAn@Oei, tdte T0 Op1o vroroyiletar oto Xo = 0.

- 10 £€i60¢ TOL opiov, pe TAEVPIKA OptoL amd TIG dVO TALVPEG (dev cLUTANP®VETOL TiTOTO),
TAeVp1Kd Op1o and de&d onuewwveton right, § Tevpikd 6pio and apiotepd onpeioveton left.

Yovroén eviorng: Timit (F,X, X, ' dnAdvetal to e£idog tou oplou’ )

.1 1
o Topadetypa, yio. Tov VIOAOYIGUO TOL IIrrll— ¢ ovvaptnong T (X) == ypdeovpe:
X X X

syms X
f = 1/x;
I=limit (f,x,1)

ATO TV EKTEAECT] TOV TOPAUTAVEO EVIOADY TPOKVITEL 1] ATAVTNON:

1=1

.1
INoa tov vroAoyiopd tov ||rT3— YPAPOLLLE:
X—> X

syms X
f = 1/x;
I=limit (f,x,0)

ATO TNV EKTEAECT] TOV TAPOTAV®D EVIOADY TPOKVTTEL 1] ATAVTNON:
I=NaN
OV OTULOEVEL OTL OEV VTTAPYEL TO OP1O.
. 1
o tov vrohoyioud tov lim = ypdeovpe:
x—0" X

syms X
T = 1/x;
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I=limit (f,x,0, “right”)

ATO TNV EKTEAECT] TOV TAPOTAV®O EVIOADY TPOKVTTEL 1] ATAVTNON:

1= Inf dnAadfl 1o 6plo glval +©

.1
IMoa tov vroAoyiopd tov IIrEI — YPAPOLLE:
x—=0" X
syms x
f = 1/x%;
I=limit (f,x,0, “left”)

ATO TNV EKTEAECT] TOV TAPOTAV®D EVIOADY TPOKVTTEL 1] ATAVTNON:

I=-Inf dnAodh 1o SpLo givol —w

.1
I'a tov vwohoyiopd Tov lim = ypdeovpe:
X400 ¥
syms X
f = 1/x;
I=limit (f,x,inf)

A6 TNV EKTEAECT] TOV TOPATAVE® EVTOADY TPOKVTTEL 1] ATAVINGT:

1=0
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4.7. Aoxknfoeig Avtoaglordynong

2 -
. X“+ xsin(x
4.7.1 Na vroroyicbei, av vTapyet, o 6pto : lim ;—S()
xo+o X°—3X+1

Yode1n: Atupdvag aptfpmTi Kot TOPOVOIASTH HE X° UTOPEL VO EQUPHOGTEL TO KPITHPLO
TapeUPoAnC.
Amdvinon: To 6pio eivar ico pe 1.

4.7.2 No vroloysdei, av vrdpyet, to 6pro : lim (\/ X2 +1- x)
X—>+0

YmooeiEn: Eivat arpocdidopiotn popen], ToAlomAoctdote pe T ovluyn mopdotaot).
Amdvinon: To 6pilo vapyet kot etvar ico pe 0.

4.7.3 No amodeitete 011, Iing[lcos(x)] =0.
x=0| X
YnooeiEn: Epappdote 1o kprrnpro mapepfoine. Zvppovievteite v amodoeién oto [apddetyua 4.1.10.
=0.

4.7.4 No amodeitete 6tT1, lim [lcos(x)
X——oo| X

Y7o6deién: TopPovlevteite Ty amo6deién oto Iopadetypa 4.3.5 (iii).

[y2
4.7.5 Na vroroyicbei, av veapyet, o 6pto : lim X 24X t4-x+2
X2 X —5x+6
YnodeiEn: Anhomomote ) pila, TOPOYOVTOTOUGTE TOV TOPOVOLLUGTY] KOl GTAOTOL|GTE TV
TapAoTooT). YToAOYioTE TAELPIKA Opla, EIval S10POPETIKA.
Amdvtnon: To 6pro dev vrdpyel.

. . , . X—sin(2x
4.7.6 Na e&etdoete, av cuykAivel To 6p1o : Img#
X—> X

Ynr6deién: Eival ampoodiopiotn poper, dtapdviag aplfunt Kot Iepovouaoth ue 2X umopet va
EQUPUOCTEL TO KPLTNPLO TAPEUPOATNG.
Amdvinon: Aev GuykAivel, To 6p1o etvar—o .

. 2X+1-x-2
4.7.7 No vroloyioBei, av vdpyet, To 6p1o : IlngT
X— X

Y7rodeién: Eival anpoodiopiotn poper), ToAamhacldote e T culuyn TopacTtaon.
Amdvinon: To 6pilo vapyet kot eivat ico pe 8
av Xx<0

2

X,
4.7.8 Na g€etdoete ) ovvéyelo g ovvaptong: f(x)=12, av x=0
X, oav x>0

YnrodeiEn: Zvppovievteite to [apdderypa 4.5.10.
Azdvinon: H cuvaptnon dev eivor cuveyng oto X=0.
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EvOeIKTIKEG GAVTES 0OKNOELS
4.1. No omodeitete 6t1, lim (ax + b) =ax, +b, 6mov a,b,x, e R.

4.2. 'Ecto novvdpmon f:A—R ko x,€ A. H f £&yet 6pro tov apiBud £ € R, otav X teivel 610 X, AV

Kot povo av yio kKabe akolovdio (Xn) onueiov tov A— {XO}, TOV GLYKAIVEL GTO X,, N avTioToy

neN
axkolovdia (f (Xn))neN tov eikovov e f ovykhivel otov /.

YnooeiEn: Ipoxettar yio v Ipdtoaomn 4.1.8. T'a to avtiotpoo, va vrobécete 6t 10 O6p1o g f oto
X,0ev 1oovtan pe £, dnhadi), 6Tt vapyel g >0, TéTowo MoTe Yo kGbe 0 >0 pe |X — XO| <, oydel

1
| f(x)— €| > ¢ Bewphvtag 0 = o

4.3. 'Eotw ot ovvoptiicelg f:A—R xat g:B—R, omov ANB=@ xm x, onueio cuocdpevong Tov
ANB.Av lim f(x)=a xat limg(x)=Db, 16te va anodeifete 611 16HOVY 01 1810TNTEC:

X—Xg

i) XIiﬂrzlo(f(x)j:g(x)):aib
ii) XIiﬁrzlo(f(x)-g(x)):a-b
£(x)

iii) lim—X2—2 4oy b0
=% g(x) b

YnodeiEn: Xpnowonomote v [Ipodtoaon 4.1.8.
4.4. Av lim f(x)={, va omodsicete om, lim |f (x)|=|¢

X—X%g

, 0oV X, onpeio cLGGOPELONG TOV TTEFiOV

opiopov g f.
Ynodeién: No. ypnoipuomocete ‘ | f (X)| - |€| ‘ < | f(x)— E| ko tov Opiouo 4.1.3.
4.5. 'Eoto ot cvvaptrioelg f, g, kon h pe koo nedio opiopov 1o 4, kot X, onpeio cueompevong tov 4. Av
woyoer g(x) < f(X)<h(x), yio xdbe XEA xar XILT g(x)=(= XILT h(x), vo amodeitete oT1,

lim f(x)=1.

X—Xg
Y7rodeién: And tov Opiopd 4.1.3 yia 11 cuvaptioelg g kot h mpokvmtet
(—e<g(x)<l+e,o6tav |X—X0|<51,yux Kamoto 4, >0, Kot

L—e<h(x)<l+¢,otav |X—XO|<52,ytaKdn010 0,>0.
Na eopiioete §, =min{d,,d,} kat va emonbevoete Tov Opiopo 4.1.3.
4.6. 'Eotw f,g:A— R cvvoptioels, tétoteg dote f:A—>R opaypévn kar limg(x) =0, pe x, onueio
X—Xg
ovecmpevonc tov A. Na anodeiéete ott, lim (g(x)- f (X)) =0.
X—Xg
Ynrooeién: Erednn f eivar ppayuévn, Bempnote o1t givar kot omdAvto payuévr, omodTe VITAPYEL
M >0, M R, tétolog dote |f(x)|§M , Y kGbe X € A.
Eneidn limg(x) =0, ya ﬁ> 0 vmapyer 6, >0, dote |g(X)| <ﬁ , Ylo. kGbe X € A, pe |x — X0| <0,.
Noa gnainbedoete Tov Opiopo 4.1.3 yuo ) cvuvapmon g(x)- f(x).

4.7. Av lim f(x) =—o0, va amodeitete 011, lim 1 =0.
X=X X—Xg f(x)

Y7rodeién: Avaloyn anddeién oto [Mapdaderyua 4.3.2 (iii).

48. 'Eotw f,g:A— R ovvaptioels, x, éva onueio ovocdpevong tov 4, pe limg(x)=—oo
X—X%g

f(x) <g(x), yiokabe X A, (1) og éva diotpa | C A, démov x, €1).
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Na anodeiete Ot 1o)e !L"x] f(x)=—0.
Y7odegn: Avaloyn ané&mén oto Iapdaderypa 4.3.2 (Vi).
49. Av Xll[noc f (X) =400, va amodeifete 611, Xﬂrpx f(X) =+00.
Ynooeign: Avaloyn omddeién oty [potaon 4.2.1 (iv).
4.10. No vroAoyieBobv, av vrapyovy, T akdiovba opio:

i) lim (\/x2—5x+7—x) i) lim x(\/x2—+1—x)

X——+00 X—+00

2_ 5_ 2 .
i) lim x4 2x+1 iv) lim x3 3x2+5x 2
x——00 2X* —3X + 2 x——00 X° 43X —2X+1

V) lim [\/x+\/x+\/§ —\&] vi) Xﬂrpm(ﬁ/x3+3x2 _Jx _2x)

X—+00
4.11. No amoodeitete ot
. . . (1 L
i) Ilm[xsm[—]]:o i) lim lcos(x):O
x—0 X X——00 X
Y7rodelEn: Avaloyn anddeién oto IMapdderypo 4.3.5 (iii).
4.12. No vroAoyieBobv, av vrapyovy, to akdiovba opio:

(x=2)J6-x i) |im[i— 2 ]

i) lim

-2 x> _4 -1{x—1 x*—1
7_ 3 _
i) limX =1 iv) fim X =1
x—1 10 _1 x—1 4y _1

YrodeiEn: o 1o (iv) va Oéoete X = y*.

4.13.  No vroloyicBolv, av vadpyovv, ta okolovba Oplo:

sin[x—7r
) lim S 6() i) |im—1_‘;‘§5(x)
x—T /3 — 2c0Ss(X x=0
i) Iimtan(x_)3—(si)n(x) iv) Iimsin(5x?—(s)in(3x)
=0 sin”(X x=0 sin(x
V) lim cos(x)—zcos(Sx) vi) Iimtan(x)
Xx—0 X x—0 X

Ynodeién: Zto (i) va Oéoete y = X — s

¥7o (i) va todamlactaocete pe (L4 cos(x)) .
310 (IV) ot (V) vo ypNCIUOTOTGETE KATAAANAL TIG TPIYOVOUETPIKES TOVTOTNTEG
4.14. Av IXILT( f(x)—g(x)+x)=3, xau lem( f(x)+ g(x) —x)=5, va Bpebodv ta opa
lim f(x) xon limg(x).
x—1 x—1
4.15. Na e€etdoete ) GLVEXELD TOV KOAOVO®Y GLVOPTNCEWV:

1+sin[i1], ov Xx<1

x> +1, av x<0
i) f(x)= 2, avXx=0, i) f,(x)= 0 , ov X=1I.

2X+1, av x>0 [
XCO0S

=l
—, av x>1
Xx—1
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4.16.

4.17.

4.18.
4.19.

1
—, oav X<I1

. x-1 _ smux av X=0
i) f,(x)={ 0, avx=1, iv) f,()=1 [X
1 1, av x=0
—, ov X>1
1-x

Noa e€etdoete, ov 1 cvvdptnon (Dirichlet)
1 avxe
(09— 2
0,avxeR-Q
elval ovveyng og kdmotwo onpeia tov R.

Yro6oeién: Na xpnoomomoete tov Opioud 4.5.1, yuo ¢ = %, n f dev eivan cuveync.

T moteg Tég Tov a ot akdAoVBEG GLUVAPTNAGELS
cos(x)+3a—3, av x>0

. X+1 , avx<l1 ..
i) f(x)= i) g(x)= 1 , av Xx=0

3—ax2,avx>1' ) )
sin(x) +a , av x<0

glvan ovveyeic oto R.

2x+1

No anodei&ete 011, N e&iowon (X +1) =1 &ye1 pio Avon oto ddotua (—1, 0).

Av a<b, vo amodeifete 6T M e€iomwon
2 6
X*+1 x+1
n +
Xx—a X—b
éxet Tovhayiotov pia pila oto Sihomua (a, b).

=0
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	ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
	4.1 Η έννοια του ορίου

	Πολλά φυσικά φαινόμενα σχετίζονται με τη μεταβολή κάποιων ποσοτήτων, όπως για παράδειγμα, η επιτάχυνση ενός κινητού, η οποία είναι αποτέλεσμα της μεταβολής της ταχύτητάς του, που με τη σειρά της είναι αποτέλεσμα της μεταβολής του διαστήματος στη μονάδ...
	Ο λογισμός χωρίζεται σε δύο μεγάλους σημαντικούς κλάδους:
	α) το διαφορικό λογισμό, (όρια, παράγωγοι και εφαρμογές τους, όπως μονοτονία και ακρότατες τιμές συνάρτησης) και
	β) τον ολοκληρωτικό λογισμό, (ολοκληρώματα και εφαρμογές τους, όπως εμβαδό επίπεδης περιοχής, όγκος στερεού, μήκος καμπύλης, κ.α.).
	Θεμελιώδης έννοια-εργαλείο του λογισμού είναι η έννοια του ορίου συνάρτησης. Η λέξη «όριο» χρησιμοποιείται για μία τιμή μίας συνάρτησης  f, έστω  , την οποία πλησιάζουν οι τιμές  , όταν η ανεξάρτητη μεταβλητή   πλησιάζει έναν πραγματικό αριθμό ή αυξάν...
	Η ακριβής διατύπωση του ορισμού του ορίου χρειάζεται τις ακόλουθες έννοιες.
	/
	Παρατηρήσεις 4.1.4
	i)  Στον Ορισμό 4.1.3 απαιτείται το   να είναι σημείο συσσώρευσης του Α. Στη συνέχεια, όταν αναφερόμαστε σε  , θεωρούμε (παντού) ότι το   είναι σημείο συσσώρευσης του Α.
	ii) Στην (4.1.2) του Ορισμού  4.1.3, αν θεωρήσουμε ως συνάρτηση    μπορούμε να γράφουμε ισοδύναμα  .
	iii) Από τον Ορισμό 4.1.3 προκύπτει ότι: αν υπάρχει κάποιο   τέτοιο ώστε για κάθε  , να ισχύει
	, όταν   με  , τότε η συνάρτηση   δεν έχει πραγματικό όριο και
	ονομάζεται αποκλίνουσα, (βλέπε, Ορισμό 2.5.4 και Ορισμό 2.7.1.).
	Απόδειξη: Ας υποθέσουμε ότι το   είναι ένα σημείο συσσώρευσης του συνόλου Α. Μπορούμε να επιλέξουμε ως  , το   , για κάθε  , οπότε
	Παραδείγματα 4.1.6.
	Να αποδειχθούν τα ακόλουθα:
	i)   η συνάρτηση   με  , έχει  .
	ii) η σταθερή συνάρτηση   με  ,  , έχει  , για κάθε  .
	iii) η ταυτοτική συνάρτηση   με  , έχει  , για κάθε  .
	i)   Εφαρμόζοντας τον Ορισμό 4.1.3 και την (4.1.2), για τυχαίο   αναζητούμε  , τέτοιο ώστε για κάθε   με  , να ισχύει  . Επειδή
	,
	θεωρούμε  . Επομένως, για κάθε   με   ισχύει
	,
	το οποίο επαληθεύει την (4.1.2), εφόσον για το τυχαίο  , υπάρχει ένα  , τέτοιο ώστε  , για κάθε   με  .
	Γενικότερα, μπορεί να αποδειχθεί ότι, αν   με  , όπου  , τότε  ,  για κάθε  ,  (βλέπε, Ενδεικτικές άλυτες ασκήσεις 4.1).
	ii) Για τη σταθερή συνάρτηση  ,  , είναι φανερό ότι, για κάθε  , μπορούμε να γράψουμε   . Αν θεωρήσουμε οποιοδήποτε  , τότε προφανώς επαληθεύεται η (4.1.2), επειδή για κάθε  , υπάρχει  , τέτοιο ώστε για κάθε   με  , να ισχύει  .
	Επομένως, το όριο μίας σταθερής συνάρτησης δεν εξαρτάται από την τιμή   στην οποία τείνει η ανεξάρτητη μεταβλητή και ισούται πάντα με την ίδια τη σταθερά.
	iii) Για την ταυτοτική συνάρτηση  , είναι φανερό ότι,  για κάθε  , μπορούμε να γράψουμε  . Επομένως, για να επαληθεύεται η (4.1.2), αρκεί να επιλέξουμε  .     ◊◊
	Απόδειξη:
	i) Αρχικά αποδεικνύεται ότι, για κάθε  , ισχύει
	.                                                              (4.1.5)
	Χρησιμοποιώντας τις τριγωνομετρικές ταυτότητες, (βλέπε, Πίνακα 1.5.1),
	,            ,
	μπορούμε να γράψουμε:
	,
	και
	.
	Αφαιρώντας τις παραπάνω ισότητες κατά μέλη και χρησιμοποιώντας τις γνωστές τριγωνομετρικές ανισώσεις
	,    και     ,
	αποδεικνύεται η (4.1.5), επειδή μπορούμε να γράψουμε:
	Είναι φανερό ότι, για κάθε  , από την (4.1.5) έχουμε  . Επομένως, για να επαληθεύεται η (4.1.2), αρκεί να επιλέξουμε  .
	ii) Η απόδειξη γίνεται με ανάλογο τρόπο όπως στο (i), χρησιμοποιώντας την τριγωνομετρική ταυτότητα (7) για το συνημίτονο από τον Πίνακα 1.5.1, και αφήνεται ως άσκηση.                                                                 ◊◊
	Ερμηνεύοντας την Πρόταση 4.1.8, παρατηρούμε ότι, αν μία συνάρτηση  f  έχει όριο τον αριθμό   στο σημείο  , τότε, αν επιλεγεί οποιοσδήποτε τρόπος για να «πλησιάσει» το x στο  , δηλαδή, οποιαδήποτε ακολουθία   σημείων του   και αν επιλεγεί τέτοια ώστε  ...
	Παρατηρήσεις 4.1.9.
	i) Αν μία συνάρτηση   έχει οριακή τιμή   σε ένα σημείο  , τότε αυτή είναι μοναδική.
	Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν δύο διαφορετικές οριακές τιμές, έστω   και  , με   . Έστω   να είναι μία ακολουθία σημείων (διαφορετικών του  ), που ανήκουν στο πεδίο ορισμού της  f, η οποία συγκλίνει στο  . Επειδή το όριο μίας ακολουθίας, όταν υπάρχει, εί...
	ii) Από την ισοδυναμία, που διατυπώνεται στην Πρόταση 4.1.8, είναι φανερό ότι, αν δεν υπάρχει  , τότε υπάρχει τουλάχιστον μία ακολουθία   σημείων (διαφορετικών του  ), που ανήκουν στο πεδίο ορισμού της f, η οποία συγκλίνει στο  , ενώ η αντίστοιχη ακολ...
	iii) Συνδυάζοντας τη μοναδικότητα της οριακής τιμής μίας συνάρτησης  f σε κάποιο σημείο   με την Πρόταση 4.1.8, μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι, όταν υπάρχουν δύο ακολουθίες  ,   σημείων του πεδίου ορισμού της  f, που συγκλίνουν στο  (δηλαδή,  ,  ),  κα...
	Παράδειγμα 4.1.10.
	Να αποδείξετε ότι, δεν υπάρχει το όριο της συνάρτησης  , στο σημείο  .
	Πράγματι, θεωρούμε τις ακολουθίες με γενικούς όρους   και  , για κάθε  , οι οποίες συγκλίνουν στο μηδέν (γιατί;). Οι ακολουθίες των εικόνων τους  ,   είναι σταθερές, επειδή οι γενικοί όροι τους είναι
	,     και      .
	Συνεπώς, ως σταθερές ακολουθίες συγκλίνουν στο 1 και 0, αντίστοιχα.  Επομένως, το όριο της συνάρτησης   δεν υπάρχει, (βλέπε, Παρατήρηση 4.1.9 (iii)).                                                                         ◊◊
	4.2 Ιδιότητες των ορίων

	Ο υπολογισμός του ορίου συνάρτησης σε σημείο, αποδεικνύοντας την (4.1.2), είναι τις περισσότερες φορές επίπονος και δύσχρηστος, είναι όμως αναγκαίος για την απόδειξη των ιδιοτήτων του ορίου, οι οποίες διατυπώνονται στην ακόλουθη πρόταση.
	Απόδειξη: Η απόδειξη των τριών πρώτων ιδιοτήτων στην (i)-(iii) είναι άμεση εφαρμογή του ορισμού των πράξεων των συναρτήσεων, (βλέπε, Κεφάλαιο 1), και αφήνεται ως άσκηση, (βλέπε, Ενδεικτικές άλυτες ασκήσεις 4.3).
	iv) Η απόδειξη γίνεται με τη μέθοδο της μαθηματικής επαγωγής.
	Για  , αν θέσουμε   στην παραπάνω ιδιότητα (ii)  του γινομένου έχουμε:
	, άρα η ζητούμενη σχέση ισχύει.
	Θεωρούμε ότι ισχύει για κάποιο φυσικό αριθμό   , δηλαδή, ότι ισχύει
	, (υπόθεση επαγωγής).
	Θα αποδείξουμε ότι η ιδιότητα στην (iv) ισχύει και για  .
	Πράγματι, χρησιμοποιώντας την ιδιότητα (ii) και την υπόθεση της επαγωγής μπορούμε να γράψουμε:
	,
	το οποίο αποδεικνύει ότι η ζητούμενη σχέση ισχύει για  . Συνεπώς η ιδιότητα στην (iv) ισχύει για κάθε  .
	v) Από την (4.1.2), (βλέπε, Ορισμό 4.1.3), και την υπόθεση,  , έχουμε ότι :
	για κάθε  , και   , υπάρχει  , τέτοιος ώστε αν   με   , τότε ισχύει
	.                                                                      (4.2.1)
	Αν επιλέξουμε ως   τον πραγματικό θετικό αριθμό  , και Επειδή από την υπόθεση  είναι  , μπορούμε να γράψουμε
	,
	την οποία συνδυάζοντάς τη με την (4.2.1) προκύπτει ότι
	.
	Παραδείγματα 4.2.2.
	Να αποδειχθούν τα ακόλουθα όρια:
	i)  , για κάθε  .
	ii)  , για κάθε  ,  .
	iii)    .
	iv)  .
	v)  , για κάθε  .
	i)   Πράγματι, συνδυάζοντας την ιδιότητα (ii) της Πρότασης 4.2.1, θέτοντας  , με το συμπέρασμα του Παραδείγματος 4.1.6 (ii) προκύπτει το ζητούμενο.
	ii) Έστω  , όπου  ,   μία πολυωνυμική συνάρτηση και  . Συνδυάζοντας την ιδιότητα (i) της Πρότασης 4.2.1 με το προηγούμενο Παράδειγμα 4.2.2 (i) και την ιδιότητα  (iv) της Πρότασης 4.2.1, (θέτοντας  ,  ), μπορούμε να γράψουμε:
	Επιπλέον,  , (βλέπε, Παράδειγμα 4.1.6 (iii) ), συνεπώς  από την παραπάνω σχέση προκύπτει :
	(4.2.2)
	iii) Θεωρώντας τις συναρτήσεις  , και  , υπολογίζονται οι οριακές τιμές των συναρτήσεων από την ιδιότητα (i) της Πρότασης 4.2.1, οι οποίες είναι :
	,  και
	Από τις παραπάνω οριακές τιμές και την ιδιότητα (iii) της Πρότασης 4.2.1 έχουμε :
	.
	iv) Αρχικά, για τον υπολογισμό του  , παρατηρούμε ότι  , επομένως, η ιδιότητα (iii) του πηλίκου στην Πρόταση 4.2.1 δεν μπορεί να εφαρμοστεί, (είναι απροσδιόριστη μορφή  ).
	Επειδή, οι πολυωνυμικές συναρτήσεις στον αριθμητή και στον παρονομαστή έχουν κοινή ρίζα το 2, μπορούμε να απλοποιήσουμε τη συνάρτηση και να υπολογίσουμε το όριο ως ακολούθως:
	.
	v) Αρχικά, για τον υπολογισμό του   , παρατηρούμε ότι  , επομένως, η ιδιότητα (iii) του πηλίκου στην Πρόταση 4.2.1 δεν μπορεί να εφαρμοστεί, (είναι απροσδιόριστη μορφή  ).
	Πολλαπλασιάζοντας αριθμητή και παρονομαστή με τη συζυγή παράσταση   του αριθμητή  προκύπτει:
	Από την ιδιότητα (v) της Πρότασης 4.2.1 συμπεραίνουμε ότι
	.                                                              ◊◊
	Απόδειξη: Από την υπόθεση   και την (4.1.2) για τον θετικό αριθμό  , όπου  , υπάρχει , τέτοιος ώστε για κάθε   με   να ισχύει
	.                                                            (4.2.3)
	Επιπλέον, χρησιμοποιώντας με κατάλληλες αντικαταστάσεις την ταυτότητα
	,
	μπορούμε να γράψουμε:
	(4.2.4)
	Συνεπώς, για κάθε   με  , χρησιμοποιώντας τις (4.2.3) και (4.2.4), μπορούμε να γράψουμε
	το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη, επειδή για κάθε  , υπάρχει  , τέτοιο ώστε  για κάθε   με  , επαληθεύοντας την (4.1.2).
	Προφανώς η ιδιότητα (v) της Πρότασης 4.2.1 είναι η περίπτωση   της παρούσας εφαρμογής.           ◊◊
	Απόδειξη: Η απόδειξη είναι άμεση εφαρμογή των ιδιοτήτων των απολύτων τιμών των πραγματικών αριθμών και του Ορισμού 4.1.3, (βλέπε, Ενδεικτικές άλυτες ασκήσεις 4.4).                                                            ◊◊
	Παράδειγμα 4.2.5.
	i) Έστω μία συνάρτηση   και   σημείο συσσώρευσης του  . Να αποδείξετε ότι ισχύει , αν και μόνο αν  .
	Αν θέσουμε  στην Πρόταση 4.2.4,το ευθύ είναι προφανές.
	Για το αντίστροφο, χρειάζεται να παρατηρήσουμε ότι για κάθε   ισχύει  , και στη
	συνέχεια να επαληθεύσουμε τον Ορισμό 4.1.3.
	ii) Το αντίστροφο της Πρότασης 4.2.4 δεν ισχύει.
	Πράγματι, αν θεωρήσουμε τη συνάρτηση
	είναι φανερό ότι, για κάθε  , ισχύει  . Επομένως,  .
	Επιπλέον, το όριο της   στο σημείο μηδέν δεν υπάρχει, επειδή τα πλευρικά όρια είναι διαφορετικά, (βλέπε, Πρόταση 4.4.4).                                                                                                                               ◊◊
	Η επόμενη πρόταση είναι γνωστή ως «κριτήριο παρεμβολής» ή «κανόνας Sandwich», επειδή δίνει τη δυνατότητα του υπολογισμού ορίου συνάρτησης, όταν αυτή είναι «εγκλωβισμένη» από δύο άλλες συναρτήσεις, οι οποίες έχουν την ίδια οριακή τιμή.
	Απόδειξη: Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση, (βλέπε, Ενδεικτικές άλυτες ασκήσεις 4.5).                              ◊◊
	Παραδείγματα 4.2.7.
	Να αποδειχθούν τα ακόλουθα όρια:
	i)        ii)
	i) Θεωρούμε τη συνάρτηση  , η οποία προφανώς είναι θετική για κάθε  . Επιπλέον, είναι γνωστό ότι το ημίτονο είναι φραγμένη συνάρτηση, οπότε για κάθε   ισχύει
	.
	Πολλαπλασιάζοντας την παραπάνω ανίσωση επί   προκύπτει
	.                                              (4.2.5)
	Επειδή  , εφαρμόζοντας το κριτήριο παρεμβολής στην (4.2.5) προκύπτει το ζητούμενο, (βλέπε, Πρόταση 4.2.6).
	ii) Επειδή, η συνάρτηση του συνημιτόνου είναι απόλυτα φραγμένη, για κάθε    ισχύει  , από όπου μπορούμε να γράψουμε  , και
	.                           (4.2.6)
	Αν θεωρήσουμε  , σύμφωνα με την ιδιότητα (i) της Πρότασης 4.2.1, έχουμε:
	Εφαρμόζοντας το κριτήριο παρεμβολής στην (4.2.6) προκύπτει το ζητούμενο, (βλέπε, Πρόταση 4.2.6).  ◊◊
	Απόδειξη: Είναι γνωστό από την τριγωνομετρία ότι για κάθε   ισχύει  , και για κάθε    ισχύει  .
	Θεωρώντας   είναι φανερό ότι  , και  . Συνδυάζοντας τις παραπάνω τριγωνομετρικές ανισώσεις μπορούμε να γράψουμε
	.                                (4.2.7)
	Από τα πρόσημα των  ,  ,  η (4.2.7) γράφεται  , από όπου προκύπτει:
	Επειδή  , (βλέπε, Εφαρμογή 4.1.7 (ii)), τότε  , (βλέπε, Παράδειγμα 4.1.4 (ii)). Επομένως, εφαρμόζοντας στην παραπάνω ανίσωση το κριτήριο παρεμβολής, (βλέπε, Πρόταση 4.2.6), έχουμε
	.                                               ◊◊
	Η ακόλουθη πρόταση σχετίζεται με το όριο μίας σύνθετης συνάρτησης.
	Απόδειξη: Από την (4.1.2), επειδή  , για κάθε  , υπάρχει  , τέτοιο ώστε  για κάθε    με  , να ισχύει  .
	Επειδή  , για κάθε  , υπάρχει   τέτοιο ώστε για κάθε   με  , να ισχύει  , (βλέπε, Ορισμό 4.1.3).
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