KED®AAAIO 1

IHpoypotikéc covapTNoas

TPOYROTIKNG HETAPANTNC

...Aev vnapyet mpoPAnpa mov dev priopet va emAvbet.

Francois Viete (1540 - 1603)

...Yoapyet to npoPAnua, avalntrote T Avorn tov, 1 opbfotnta
TOV IPOTACE®V elvatl advvatov va pnv propet va avaxkalogoet,
ylati ota pabnpatika dev vnapyet ignorabimus.

...H xowomta tov Mabnpatikev eivat ocopgotn pe T Qoo
aotg g emotnung, ywatt ta pabnpatika etvatr n Paon (to
Oepeio) OAng g YvOOoNng @V QULOK®OV @PAatvopevayv. AnAlads,
aLTO PITOPEL VA EKNANP®OEL TAT|P®G AVTHV TNV DWPNAIL] AIIOOTOAT),
propet o veéog awwvag va @epet masters, moAd {rHAo  kat
evlooolaopo oe veovg padntég.

David Hilbert (1862 - 1943)



KEDAAAIO 1

I poynoTikéS cVVOPTNGELS TPOYROTIKNG HETAPANTIC

Xovoyn

2T0 KEPAAQLO avTO OIVOVvTol OAot 01 0PIOUOTL, 01 LOIOTNTES KOL Ol TPACEIS OV OYETICOVIOL UE TRV EVVOIO, THG
ovvepTHONG Hiag mpoyuotikig uetofintig. Ilapovoidlovrar 101kEC KOTNYOPIES TPOYUATIKDV GOVOPTHOEMDY,
Omw¢ eivar o1 exbetikeg, o1 AoyopiOuikés, o1 TprywvousTpikés, o1 vaspforikéc kabmg Kol o1 avTioTpopss
OVVOPTHOELS QUTOV KOL OVOPEPOVIOL Ol CHUAVTIKOTEPES 1010THTES TOVG.

1.1 Xvvaptioseig

O k6610 0AOKANPOG tvarl YEUATOC amd GYEGELC LETAED TOGOTHTAOV Kol 1 OepeMddng Evvola-epyaleio yio Ty
KOTOVOTGT GVTOV TOV GYECE®V €lval eKElv TG oovaptnong. Tt Mmyoviky, Aéue Ot 1 taydmro V() , 1
emtdyovvon a(t) eivar cuvapmoelg Tov ¥povov t, 1 gival cuvoptioelg T Béong X kot ypagpovpe V(X) Kot
a(x), avtictorya. Xtnv ene€epyocio GNUOTOC, TO TAATOC £VOC mpoyuatikod ofuatos X(t) elvar cuvaptnomn tov
ouveXovS ¥povoL t. Tto NAEKTPIKA KukAduata, AEue 0T, M tdon tov pevuotos V() eivol cvuvaptmon tov
¥poOvov, M éviaon tov peduaros 1(R) eivon cuvéptnon g avtictaong R. Zmv Owovopia, N ovvdptnon e
ptnong D(p) xou tg mpoapopag S(P) €ivarl GUVEPTACELS TNG TIUNG P TOL TPOTOVTOG, KAT.

Opwopog 1.1.1. Mia ouvaptnon (function) f omo éva pn kevo covoro A oe éva un kevo civoro B eivan
évag kavovag f , mov avtictoyel kabe otoryeio X tov cLUVOAOL A akplPdC o€ Eva Kot uovo Eva GTolyEio
y tov cvuvorov B, kot copporiletan f:A—B.

To otoyeio x ovopdleton aveEaptnTn petapfinti (independent variable) 1) TpéTvmo Ko T0 cToYElD Y,
OV OVTIOTOLYEL 6TO X, ovopdleTorl eEapTnuévn peTafinTi) 1 etkéva Tov X Kot cupforiletor og f(X).
To cOvoho A OAov tov X ovopdaleton medio oprepod (domain of definition) tg f «ow o ovvoro B
oAV Tov eikovav f(X) medio Tipdv (domain of range) g f .

To evvoro Tipdv (set of range) g cvvdptnong f : A— B givor to ohvoro

f(A)={yeB: VIapyEL X € A, dote Y = f(x)}:{f(x):xeA}. (1.1.1)

Mia cuvaptmon f ue medio opiopod to A kot wedio tiumv 1o B dwofaleton «ovvaptmmon amd to A oto B ».
21 ouvvéyela, ta cvvola A, B eivar vmochvola tov cuvorov R tov mpaypatikdv aplfuodv kot i autd o
AVAPEPOUOCTE OTNV TPAYRATIKY ovvdptnon f g mpaypatikig petafinmic x.

Emumdéov, av dgv evolopépetl o akpiPig VTOAOYIGHOG TOL GUVOAOL TV TG f ypdpovue 611 TO TESiO TIUOV
™G cuVApPTNONG £tval To GUVOAD R TV TPAYLATIKOV aplOUdV.

Mia cvvdptnon f eivorl yvoorr, 6tav o tomog (kavovag) mov divel Ty ewdva f(X) eivar yvootdc.
TToAAég popég yia Adyovg anAdtntac TanTilovpEe, 6TO TPOPOPIKO OAAG KOl OTO YPUTTO AOYO, TNV £VVOld TG
ovvaptnong f ue tov tomo g f(X), Aéyovtag otL «divetan  cuvdpmon f(X) » evd 10 opBo eivar «divetan
n ovvépon f petomo f(X)».

Eriong ot Piproypoeio, o O6pog cuvdptnon ypNOUYOTOIEITOL KoL OF «OTEKOVION», OTI OCULVEYELN
YPNOUOTOLEITOL LOVO 0 OPOC «CLUVAPTNOT.



Mopadsciypata 1.1.2.

i) Eoto t0 cuvola A={1,2,3} Kot BZ{\/§,5,8,11}. H avtictoryia 1—5, 2-54/3, 3511 umopet va
amotelel pio ovvaptnon f and 1o 4 oto B, 6mov f (1) =5, f(2) =/3 kot f(3)=11 pe medio eV 10
oOvolo B kot 6uvoro tipumv to f (A) = {\/§ : 5,11} :

\_/

|

0gv amoteLEl CLVAPTNON, GPOV GTNV TPUYUATIKY TN 2 aVTIGTOLOLY O00 JSOPOPETIKES TUUES V3 xa 5,
Snhadn, f(2)=+/3 xa f(2)=5.

i) Av A={-3,0,2,4} xm B={-52,36,8},n avuoctoyia f(-3)=3,f(0)=2, f(2)=3 xon f(4)=6, dnowg
kot M avtiotoyia g(-3)=g(0)=9g(2) =6 xor g(4)=8 amotehovv cuvaptioelg and 10 cOHVOA0 A GTO

Evo, n avtictoyia

oovoro B. To chvoro Tipdv g f eivarto f(A)={2,3,6} xon g g eivar 10 g(A) ={6,8}, evd to medio
TILOV TOVG givor 10 B.

iii)Eoto ceR. H ovvapmon f:R—>R pe f(x)=c ywa kdbe XxeR ovopdletoar otabepi covaptnon
(constant function) pe chvoro TIU®V TO HOVOGHVOAO {C} . v wepintowon mov f(X) =0 yia kébe xeR,
N otabepn cuVAPTNOTN OVOUALETOL PN OEVIK.

ivV)Eoto AcCR. Houvapmon f:A— A pe f(x)=Xx, yua kdbs x € A, ovoudletol TavTOTIKY) GUVAPTNOY
(identity function) oto cvvoro A kot cvpPorileton pe |,. Etor, 1,(X) =X, yio kdbe X € A.

v) H ovvdpmon f:R—R pe f(X)=x* éxet cOvolo TIUAOV TOVG PN OPVNTIKODG TPOYUATIKOVS optdpong,
oo 1o [0,+ o).
Tevikotepa, pia cvvaptmon f, n onoia opiletor pe ) Ponbeto evog moAv@vHoL, dNAadT, o TOTOG gival

f(x)=a,x"+a X" +--+aX+a,, omov a €R, i=0,1...,n, ovopdletar MOIOVOIIKY GUVAPTHGN N

PaOpov £xel medio oplopod kot medio TYH®Y TO GUOVOA0 R TV TPAYLATIKOV aplOUdV.
Ewwotepa, n mpdtov (n=1) Babpod cuvapmmon f(x)=ax+a,, omov a,a, € R, ovopdletor ypoppiki.
INa  mapéderypa, ot ovvoptioeg  T(X)=3x"=5x+7, g(X)=x>-3x+2, h(x)=3x-5, «o

2 2
Z2(x)= 3 x° = 3 elval TOAVOVLIIKEG CLUVAPTAGELS 0ELTEPOL (N =2), Tpitov (n=3), TpdTov (n=1) ka1

undevikov (n=0) Pabuov, avtictorya.

Vi)' Eotw a mpoypotikog apfuog pe a=0. H ouvapmon f:R—-{0} >R pe f(x) _a éxel Tedio opLopov
X

OAOVG TOVC UM UNOEVIKOVG TTpayuatikovg aptBpote, mote 1 ewova f(X) va opiletar, dnradn, va givar

TPoyRoTkog apOuoc (PAéne, Iapdderypa 1.1.14. (iv) ).

Ievikotepa, pio cuvapmon f:A— R g omoiag o TOTOG divetan g TNAIKO TOAVOVOL®YV,

f( =)
Q(x)
omov P(x)=ax"+a, X" +--+ax+a, ka Q(X)=b x"+b x""+--+bx+by, pe a,b eR,
i=01...,n, j=0,1,...,m, ovoudletar pnti cvvapTnon ki £xel Tedi0 OPIGHOH OAOVG TOVG TPAYUATIKOVG
apBpovg ektog TV piidv Tov Q(X), dniadn
A={xeR:Q(x)#0}. (1.1.2)



1

INo mapadetypa, n covapmon f(X)== eivon pia pnt) cvvaptnon, omdte and (1.1.2) ivar gavepd 0T
X

éxer medio opiopod A=R —{0}.

4
Ermiong, n pnt ovvaptnon g(x)=2X; éxel medlo oplopov A:R—{2,3}, enedn ot pileg Tov
X

—5x+6
TOAV®VOUOV GTOV Tapovouacth eivarl 2 kot 3. Ed® va onpeimbel 611 10 medio opiopod pmopei va ypagel ki

og évoon Sotnpdtov: R —{2,3} = (—0,2) U (2,3) U (3,+).

vii) Houwépmon f:A>R pe f(X)=+/x-2 &et 1edio optopon
A={xeR: x-220}={xeR: x>2}=[2,+x),

emeldn N teTpoywvikni pila (ko Kabe aptiog TdENG pila) €xel vonuo LOVO Yol U1 OPVNTIKEC TOGOTNTEC.

H ovvdpmon g:A—> R pe g(x) = Ix-2 opiletor yo kéBe mpaypoTikd apBpod X, dnradn, A=R.

X+7
VX? -5x+6
TOLG 0TO10VG deV UNdeVILETOL O TAPOVOLOGTHG Kot XL vONUa. To piikd, dniadn,

A={XeR: X —5x+6>0} ={xeR: (x—2)(x—=3)>0} =(-0,2)U(3,+x).

viii) H ouovépmon f:A—>R pe f(x)= opileTon Yo EKEIVOVG TOVG TPAYUATIKOVS aplBLovg Yo

x* -4
VX2 —x+1
EMELON O TOPOVOLOCTIG OV UNOEVILETOL Y10 OTTOLOVONTOTE TPAYUATIKO aplOUd (Tapatnpote OTL TO

x* —x+1 et Sraxpivovsa A =-3<0 koin vedppiln tocoTTa X* — X +1 givon mavrote etk eneidn

givo OpOGT U TOV GUVTEAEGTH TOV X2).
iX) Hovvapmon f:R—>{0,1} ue
1, X
F(x) = { av Xe@Q

H ovvapmon g:A— R pe g(x) = opiletar Yo ke mpaypoTikd apBpo, oniadn, A=R,

0, av xeR-Q
ovopaleton svvaptnen Dirichlet , 6tov Q eivon o ohvoro TV pnTOV 0p1BUGY. 00

Opwopog 1.1.3. Mia covdptnon f:A—>R ovoudleton ap@ipovosipovtn 1 apepovotiun (injective),
OTOV OE OPOPETIKES TIUEC TNG avedptnTng HETAPANTAC X € A avTIOTOLOUV OLOPOPETIKES EIKOVEG,
dAadn, otav yuo kabe X, X, € A 1oy0eL

X #=X= F(x) = f(Xx,).

Hopamipnon 1.1.4. i) And tov mpotaciakd Aoyiopd yvopilovpe 6t yioo 600 Aoyikég mpotdoels P,g, N
TPOTAON « P = g » &lvor 16080vaun pe TV TPOTACcT « o)L § = Oyl P ».

Ocwpmviog og tpdtacn P : €oTw X, X, € A pe X #X, ko wpotacn ¢ : f(x)= f(Xx,), n oxéon otov
Opopo 1.1.3 gival icodvovoun pe

f(x)=T(X)=>x=X (1.1.3)

Emopévaog, pia ovvaptnon f:A—R eivar apgyovooniuovn otav yw toxaio X, X, € A enoindedeton n
ocvvenayoyn oty (1.1.3).

i) Teopetpikd xataiafaivoope 611 pio cvvaptmon eivol ap@lpuovoohiuavy, 6tov omoludnmote gvbeia
TAPAAANAT 6TOV X'0X TEUVEL TNV KOUTOAN TNG GuVEpPTNOoNG 0€ £va Lovo onpeio.

Mopadsiypata 1.1.5.
i) Houvvapmon f:R—>R pe f(X)=2x+3 givar ouiuovosuov.
[pdrypati, av Bempricovpe dbo toyaia X, X, € R yio ta onoia woyver f(x)= f(X,), to1€ and TOV OPIONO



NG SLVAPTNONG EYOLLLE
f(x)=71T(x,)=2x +3=2x,+3< X =X,

t0 onoio emaAnOever v (1.1.3).

i) H cuvégpmon f:R—>R pe f(x)=x* dev eivar apuLovoshpavn, 1 vadpyovy, TovAdyotov §Ho
dapopetikd X, =5 kar X, =-5 pe f(5)=25= f(-5) x emopévag dev 1oydet o0 Opopog 1.1.3.

iii) H cuvéptnon

X—2, X=2

2—X, X<2

f(x)=|x—2|:{

glvol apLOULOVOCT|LLOVTT).

[payportt, av x,x, =2 pe f(x)=f(X,), t0te and tov opiopd g f Eyovpe X, —2=X, —2= X, =X,,
10 onoio emaAnOevel v (1.1.3).
Av x,X, <2 pe f(x)=f(x,), t0te and tov opiopd mg f éyovpe 2—x, =2-x, = X =X,, 10 onoio

emainOevet v (1.1.3).
Téhog, av X, =22 ko X, <2, (Gpa, X #X,) eivow eavepd ot f(x )= f(X,), to omoio emainbevet

oyéon otov Opopd 1.1.3.
Emopévac, og kaOe pio and Tig Tapondve TEPIMTOGCELS, AMOOEIKVIETOL OTL GE SLOPOPETIKA X AVTIGTOL(ODV

Srapopetikég ewcoveg f(X). 00

Opwopég 1.1.6. Mio cuvaptnon f:A— B ovoudleton emi (Surjective) Tov B, dtav T0 GOVOAO TIHOV TNG
towtileTon pe o ohvoro B, dniadn, otav woydel f (A) =B.

Isodbvapa, pia cuvapmon f:A— B eivar exi Tov B, 6tav kdbe oToryeio Tov cuvOAOL B gival KOVl
€vOG TOLAGYIoTOV GToLYElOV 0md TO GLVOLO A4, dnhadn, OTav Yo KGbe Y € B vrdpyel X € A , t€to10 OoTE

f(x)=y.

Hopadeiypora 1.1.7.

i) H ouvapmon f:R—[0,+x) pe f(x)=x* sivor emi Tov cvvodlov B=[0,+ ), apod kdOe Betikdg
apBuds a eivan ewcova pécm g f tov Ja , omhadn, f (]R) =[0,+0).
Evd, av o {d1og tomoc ¢ suvapmong f(X) = x* divoviav g f :R — R, t6te vt dev eivon emi Tov R.
[Ipdynatt, évag omoloodnmote apvnTikog apliuos, yio mtapddetypo o Y =—2 dev anotelel kdvo Kavevog
mpoypaticod apdpod péow g f(X) = Xx*, enopévoc ot mepintoon avty f (R) #R xoun f dev givan

emi.
i) Hovvapmon f:R >R pe f(X)=ax+b sivar enitov R.

Ipéypott, Yo kGOe ye R vmdpyet X = y=b eR, tétoo wote f(x)=f (yT_bj =y.Ewo, f(R)=R
a

KoL 1 cvvaptnon etvon eni tov R. o0

Opwopog 1.1.8. Mia cuvaptmon f: A— B, n onola givar apgipovoonpovn kot eni tov B ovopdletol éva

POg £va.

Yy mepintmon mov 1 cuvapTnon eival Eva Tpog Eva ypdeovpe 6t f eivor 1-1 (one-to-one).



Mopadsciypata 1.1.9.
i) Houvvapmon f:R—->R pe f(x)=2x+3 givar 1-1 (Préne, Topaderypo 1.1.5 (i) xon Hopdderypo 1.1.7
(ii)).
Ievikdtepa, kabe ypouuikn cvvaptnon f(x)=ax+b eivar 1-1.
i) 'Eoto n ovvéptnon f:Z — N, 6mov Z 10 60voro Tov akepainv aptOpdv, N 10 6OVOLO TOV QUGIK®V
apOp@v, Kol yio m € Z 1 ocuvaptnon opileton
0, ov m=0
f(m)=<2m, av m>0
-2m+1, av m<0
H ovvaptmon f givar eai Tov cuvorov N, dnradn, f(Z) =N, eneidn yio ke x e N €yovpe:
e v X=2n,vrdpyel neZ étctwote f(n)=2n=x,
eV X=2n+1, vdpyer —neZ ércrwote f(-n)=2n+1=x.
Ene1dn n f elvan ypoppukn, copeova pe to (i) n f eivon apeipovoonpovin cuvdptnon, emopévog eivor pia 1-1
cuvéptnon.
iii) Av pia oovépmmon f: A— B givar apeuovoonpavn, TOTE 1 GuvapTnoN

f:A—> f(A)
glvon pia 1-1 cuvéptnon.
210 Iapaderypa 1.1.2. (1) 1 avtiotoyio 1—5, 2543, 3—11, opilet pia cvovapmmon f, mov eivar pio

AUEIUOVOoT|HaVTY cuvaptnon e f (A) = {5,\/§ ,11} . ZUVETMG, 1 CLVAPTNOT

f:{1,2,3}> {3,511}
givan 1-1. o0

Ot cuvaptoelg HETAED dV0 GLVOA®Y A Kot B, dtav gival gite apUPIUOVOCT|LOVTEG gite eml pog divouy
TN SLVOTOTNTO VO UETPHOODUE» TO10 OO T 000 chVola £xel epiocdtepa otoyeia. To mAnbog ctoyeinv
€vOg cuvolov A Aéyetan TAOwég aprOpég tov 4 kot copPoArileton pe |A| . Otav pio cuvapmon f:A—B
glvan 1-1, t61e Ta0 oOVOLO 4 Ko B ovopalovtot i6omin0n kot onueldveTal |A| = |B| .

210 IMoapdderypa 1.1.9 (il) To GOVOAN TOV OKEPOLOV KOl QLGIKMV oplBudv eivar 1oomAndr|, dniadn
|N| :|Z , €pocov vrapyetl pia 1-1 ovvaptnon peta&d tove. Kabe oivoro 4 to omoio eivar icomAnbég e to
ovvoro N TV QLUOIKGV apBumV Aéyetol aprOpoipo.

Amd 1o Mopdderypa 1.1.9 (iii), 6tav f: A— B sivor apgpipovoonpavn, tote |A| = |f (A) , EMOUEVOC,

>|B

|A| =| f (A)| S|B|. Evo, 6tav n ovvdpmon f:A—>B eivaw eni tov B, 10t¢ |A , Epocov kibe oToyyeio

Tov B givan 1 e1kOVa, TOLAGYLIGTOV €VOC GTOoLYEIOL 0Td TO CVUVOLO A.

Opopég 1.1.10. T dvo otoyeia a, b (o mopdderypo a,b e R) opilovue 10 cOvoro {a,{a, b}} G 10
drareTaypévo Levyog (a,b), Snhady,

(ab)={atab)).

Anhaodn, 1o dwutetayuévo Cevyog (a,b) givon éva Cedyog otoryeiov a, b, 6mov éyovue kabopicet
(dwatdéer) mowo otoyyeio Ba ypapel mpdtTo Ko wowo Ba ypaeel devtepo. [Ipopavag, to datetaypévo (gvyog
(a,b) sivon Sapopeticé amd o (b,a), enedn ta covoro {a,{a,b}} Kat {b,{a,b}} gtvat S10popeTIKG PeTAED

oV, (ektOg av a=bh).



Oprwopog 1.1.11. 'Eoto 4 ko B givar dvo un kevd ovvora. To cuvolo dhmv tev dotetaypéveov (euymv
(a,b) pe ae A kot beB ovopdletor KapTEGLAVO YIVOREVO TV GUVOL®Y A kol B kol cuufoiileton pe

Ax B . Anlodn,
AxB={(a,b): acA ko beB}.

Mopaderypa 1.1.12. ‘Eoto A={a,b,c}, B={12}. To kupteciovd ywvopevo Ax B eivar
AxB ={(a,1), (a,2), (b,1), (b,2), (c,1), (C,Z)}.

Evo, 10 xaptesiovo yvopevo Bx A etvon
Bx A= {(1, a), (1,b), (,¢), (2,a), (2,b), (2,C)} .

Edd mapoatmpniote 011, Bx A= AxB, dniadn, 0ev 1oyxbel 11 OVTIRETUOETIKY] WOLOTNTA OTO KOPTEGLOVO
YIVOLEVO KL EMOUEVMG, OTO KAPTESLAVO YIVOUEVO TToUlEl KOBOPIoTIKO POAO TTOLO0 GUVOAO YPAPETUL TPMTO Kot
TO10 OEVTEPO.

Eniong, umopodye va dnpovpyncovie 10 kaptestovod yvopevo Ax A yia kabe pn kevo ohvoro 4.
'Eto1, 010 mapondve mapddetypo opifovtot To akdAovda KapTeGLOVA YIVOUEVO

Ax A={(a,a), (a,b), (b,a), (a,c), (c,a), (b,b), (b,c), (c,b), (c,c)!,
BxB= {(1,1), L2), (2,2, (2, 2)} .
Emumiéov, av |A| =m Kot |B| =n, 10t¢€ |A>< B| =mn, (BAéne, [opaderypa 1.1.12), epdoov 16601 givar Kot ot

TPpOTOL Vo GuVLAGTOVY To M-cToLKEln TOL 4 LE To. N-oTotyEla Tov B. 00

Opwopog 1.1.13. 'Eoto 4 kot B 600 vrochvora tov R kot 1 cuvaptnon f:A— B. To chvoro
G, ={(x, f(x)):XEA}gAxB
ovouaeton ypaonua 1 ypoeiki ropdstacn g f.

H ypogum mopdotoon G, mg f eivor 10 ohvoro tov onpsiov M (x,y)=(x, f(x)) maveo oto
eninedo X0y, to omoio opileton and éva opbokavovikd chotnUo cuvietayLeEvav. Aniadn, to ypaonuo G,

g f elvan 10 oVOvoro onueiov M (x,y) tov gmmédov X0y mov wavomowovv v e€icwon Y= f(X) wou
GUVOTTOTEAOVV IO KOUTTOAT YPOUUY| ETTL TOL EMTESOV.

Mopadsiypato 1.1.14.

i) H ypagkn nopdotacn g ypoupkng cvvapmong f(x)=ax+b, a,beR givar 10 cdvoro twv onueiov
TOV emmédov, oL Kavormolovy v e€icmon y=ax+b, ta omoia cuvamotehovv pia gvbeio ypapun e,
(PAéme, Zynuo 1.1). H evbeia &

b
e Tépvel tov déova X'0X oto onpeio A(——,Oj
a

« tépvertov GEova y'0y oto onpeio B(0,b)
e Av M, (Xl, yl) kot M, (Xz, yz) dvo Tuyaia onpeio el TG €, TOTE IOYVEL
yz B y1

—=a.

X, =%
O oapbudg a Aéyeton khion (slope) 1 ovvrelestig d1evBvVVeNC TG gvbeiag ¢ ko tavTileTon pe Tov
TPIYOVOUETPIKO optBpd g epamtopévng tan(w) , 6mov w givar n yovio mov oynuatiel n gubeia & pe Tov

a&ova X'0X katd tn Betikn opd ypaeng (dnAad”, TV avtiBeTn TG Kivnong TV SEIKT®V TOV POAOY10D).

7



Av a=0, 10te &yovue t otobepn cvvapmmon f(x)=b, g omoilag N ypaeikn mopdotacn eivar pio
gvBeia mapdAAnin mpog tov GEova x'0x, pe e&icmwon y =b, n omoia téuvel tov a&ova y'0y oto onpueio
(0,b).

P

v

Tympe 1.1: H gudsia g etvor i ypopicr] nopdotacn g f(X) =ax+b.

ii) Eoto a,b,ceR, ue a=0.H ypagpum napdotacn g cuvapmong f(X)=ax’ +bx+c, yua kibe xeR,
givan pio rapaporn, (Préne, Eynua 1.2 - 1.3).
> Hmnapapol téuver tov G&ova y'0y oto onueio A(0,c).
Av vrdpyovv kowd onueio tng mapofoing pe tov dEovo X'0Xx efaptdtor amd TO TPOCTUO TG
drakpivovcoc A =b* —4ac.

—b-+VA
e Av A>0, 10t M mapoPorny Téuver tov afova X'0X ot onueia Xl[—f,OJ Ko

2a
XZ(M,OJ.
2a

-b
e Av A=0, t6te | Topaforn epdnteton otov dEova X'0X oTo onpeio X (2—, Oj .
a
e Av A<O0, nmapafolrn oev téuvel tov dEova X'0X .
b -A
»  H xopvon g koumding Bpioketat oto onueio C (2—,4—j .
a 4a
» H xvptomra g mapaPorng eEaptdtar and to mpocnuo tov a . Otav a>0, n mapaforn otpéeet ta
Koika Tpog Ta Thve (kupth), (PAERe, Zyfua 1.2), evd 6tov a < 0, n topaPforf oTpépet Ta kKoila Tpog To
Kato (koikn), (BAéme, Zynua 1.3).
» H xoumordémra g mopoapoing e€optdror amd to mpdonuo kot to uétpo tov a. [ a>0 Kot pe 1o
2

1
HETPO TOL a va OVEAVEL, Ol YPAPIKEC TAPUCTACELS TOV TOPUBOADY fl(X)ZEX , (X)) =% ko

f,(X) = 4x* mopovciélovrar oto Tynua 1.2, (yu 1o oyedacuéd Bréne Function parabola). T



. . . . , 1
a<0 kot e T0 PETPO TOL @ Vo OVEAVEL, Ol YPUPIKEG TUPOCTAGELS TOV ToPAPOAdY g, (X) Z_EXZ

9,(X) =—x* ko g,(X) = -3x* mapovsiélovro 6to Tynua 1.3.

£, (0=05¢

£,(0=x"
f,00=4x°

y=t(x), i=1,2,3

1
Zyfpe 1.2; Ot ypogiké napactdoelg tov cuvapticeov T, (X) = EXZ 00 =X ko f,(X) =4x?



0 L 4
At -
2+ _
3t 1
o /
- /
o~ /
- _4 | i
1 /
s 5 -
=
> -6f 1
T -
. 9,(0=-0.5x |
/ 9,00=-x"
9t _
9,00=-3x°
_10 L 1 T T L L
3 2 A1 0 1 2 3
X

, . . . . 1., 2 _ 3y
Zyipe 1.3: Ot ypogikic napaostdoelg tov cuvapticeov g, (X) = —EX , 9,(X) ==X kar g,(X)=-3x".

iii)Eoto a mpaypotikdg apbpds pe a=0. Xto Zyfua 1.4 avamaplotdveTor 1 YpaQiKi TopaoTact Thg
owvdpmone f(x)=ax?, yo fetucéc ko opvnricég Téc tov a=0 kar xeR. Zto Iynua 1.4(a)
Topovctaletal 1 Ypagiky mapdotaon g ovvaptong f(x)=2x°, (a>0), 6tav xe[-3,3], kar ot0
Tyfua 1.4(b) n ypagpuy mapaotacn g f(x)=-2x°, (a<0).

¥

50 -
40 n
30 -
20 20
10 10

-

5 0s 10 15 20 25 3.0 30 25 28 A5 10 05
X

-10 -10

(o) :yie a>0 (b) yiw a<0

Tymne 1.4: H ypagwy mopdotacn g cuvéptnong f(x) =ax’.
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iv)'Eoto a mpaypatikdc apBuog pe a = 0. Xto Zyfua 1.5 avarnapiotdverol | ypapikn topdotac e pnTng
a
owvaptnong f(X)=—, yw Oetikég kan apvnrikég Tuég tov a=0 ko X € R —{0}, (BAéne, IMapdaderypa

X
1.1.2 (vi)).
H ypaogwn mopdotaon amoteAeitol amd Toug 000 KAAGOLS 1600KEAOVS viTtepPoing katl eaptdtal amd To

4
a. Xto Zynua 1.5(a) mopovoialetar n ypaeikn mopdotacn g ovvaptnong f(x)=—, (a>0), otav
X

4
xe[-5,5], evd oto Zynua 1.5(b) n ypagwkn napdotacn g f(X)=—— , (a<0).
X

() :ywwa>0 (b) yiw a<0
a
Tymne 1.5: H ypagwy mopdotacn g cuvéptnong f(X)=— .
X
00
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1.2. IIpa&ers petald covaptioemv. LovleTn Kot avTicTPoPn cuvapTnon

v evotnta avt 0o opioovue Tig mpdEelg abpoioua, oiapopad, yvousvo, mniiko Kol ovvBeon HPETAED
oLUVOPTNoE®Y, e TN Pondela TV omoiwv €ite TOPAYOVUE VEEC GUVOPTNOELS, EITE «OVOADOVUE» TOAVTAOKES
GUVOAPTNOELS OE EMUEPOVS AMAOVGTEPES CLUVOPTNOELC.

Apykd S10TVTOVOVLE TOV OPIOUO 1GOTNTOG UVAUESH GE VO GLVAPTHOELG.

Opropog 1.2.1. Avo cuvaptioelg f:A—> R kot g:B— R sival ieeg av
i) A=B xm

i) f(x)=9g(x), yia kabe x € A.

SvpPoriCovpe v woomta pe f=g-.

Opopog 1.2.2. Eoto dvo cuvapticelg f:A—C ko g:B—>C pe Bc A. Hovvdptmon f ovoudleton
gméktoon (extension) g g oto 4, |  cuvdptnon g ovopdletol TePropropog (restriction) me f oto B,

av wyvel f(X)=g(Xx), ylo xdbe x € B xor cvpforileron f|B =g.

Opwopog 1.2.3.'Ecto 600 cuvopticelg F:A—>R kou g:B—>R pe AnB=J.

i) H ovvapmon h:AnB —>R pe tomo h(x)= f(x)+g(X), yio kGbs xe ANB ovopdaletar aOporspa
TOV cuvopTesv f kot g ko cvuPforileton pe f+g .

i) H cuvapmon h: AnB — R pe tomo h(x) = f(x)- g(X), yio kG0 X e AN B ovoudletor yivopevo Tmv
ocvvapticemv f kot g ko copuPforiletorpe f-g.

iii)Av ceR, n ovovéptnon h: A—> R pe tomo h(x)=c f(X), ywa k40 x e A ovoudletar yivopevo Tov
ap1dpov c exi T svvaptnen f kol copPolriCeton c- f .

iv)’Eoto C :{x eB: g(x) ;tO} kot D=ANBNC. H ovvipmon h:D - R, pe tono h(x) =%, v

f
kGOe x € D ovopdletol nAiko TV cvvapTiceov f kat g kou cvuforiletol pe —.
g

HMopadsciypota 1.2.4.

i) "Eotm ot ovvoptioelc f(X)=x*-3, xeR, kat g(x)=\/;, x €[0,+0) . Tote
(f+9)(¥)=x2 =3+/x =x* +3/x -3, yiaxabe x €[0,+0).
ii) 'Eotw ot cvvaptioelg f(X)=x-2, xeR, ko g(X)=x-3, xeR.Tote
(f-9)(x)=(x—2)(x—3)=x*-5x+6, y1ukibe xeR.
iii)Eoto ot cuvaptioeig f(x)=\/ﬁ, Xxe[l,+o), kar g(X)=x-5, xeR. Tote

(éJ(X)= x-1 , Yo kéOe XE[]., 5)u(5,+oo),

X—=95
iv)Eotw f(X)=x>+3x*-2x+4, xeR. Tote
(2f)(x):2x3+6x2—4x+8, Yy k@B xR . 00
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Mopatnpiocseig 1.2.5.
i) Ovzmpdéerg peta&d 6vo cvvapmoenv f:A—R kot g:B—> R éovv vonuo povo 6tav ANB =, dote
Vo Umopovv vo. opifovtol Kot ot dVo o€ £va Koo 6Ovoro, 1o AN B (1 o€ éva vTochHvolo TNg TOUNG).
i) Onwg opietal 1o GOpotoua kat To yvopevo petacd 600 GuVOPTHCEDY, UE avaloyo Tpdmo opileTal Kol To
4Bpoloa KoL TO YIVOUEVO OVAIESO GE N-GLVOPTNOELS.
‘Eoto f:A >R, AcR,i=12,...,n oceéng av A=ANAN-—-NA I,
tote
(f+f++f))= () + f,(x)+---+ f(X), y10x60e xe A,
(f-f £ = F.(X)- F,(x)-...- f,(X), yiakdbe xeA.
iii) Mio, pntf] cvvdptnon givor nhiko 3o molvovouikeyv cvvapticeav (Préne, Topadeiypoto 1.1.2 (v) kot
(vi)). 00

Opopog 1.2.6. ' Ecto ot cvvapticelg f:A— B o1 g:C — D, 6mov f(A)cC.

H ocvvapmon h: A— D, yia v omoia oyvet
h: A—— f(A)—>D,

€161 DOTE

x——f(x)=y—>z=9(y)=9(f(x)=h(x),
ovoualetan ovvOeT) svvdpTion 1 6vvlson (composition) Tov cvvaptisemv f kot g kot copPorileta
pe go f, (BAéme, Zynua 1.6).

H otvbeon dvo cuvaptioemv amoterei pia tpaén peta&d tovg. H cuvbnkm f (A) = C deiyvet
avoykoio TPOKEEVOL va Yivel To «mépacpay amd o cbvoro f(A) oto ovvoro D pécw tng cvvdptong g,
(BAéme, TTapadeiypata 1.2.7 (i) kou (i) ).

Onwg dwmotdvovpe amd to Iapdaderypa 1.2.7 (iii), oOtav 1oxder m yevikorepn ovvOiky
f(A)NC =, umopel va opiotei | ovvbeon go f tov cuvaptiocewy f kou g, apkel and tnv amaitnon
f (A) < C va kobopiotel to medio optopol g oOvOeT g cuvapToNC, TO 0moio gival YeVIKA VITOGHLVOLO TOL A

(tov mediov opiopov g f ).

Yype 1.6: H ovvBetn ocvvapmon h=go f .

Télog, 1010iTEPN TPOCOYN AMALTEITOL GTN GEPA YPAPNG TNG GVVOESNG TV GLVOPTHCEMY, Ui Kot
€YEL OMUOCIO TO0. GLVAPTNOT YPAPOLLE TPMOTN KOl 7ol OgVTEPN, EMEWN 1M 7PAEN TG ovvbeong
GLVOPTNCEMV dEV EmaAnBevEL TV AvTIPETAOETIKY WLOTNTA, OTT®G enoAnBevetan oto [apdderypa 1.2.7 (iv).

HMopadsciypata 1.2.7.
i) 'Eoto ta ocdvola A= {1, 2,3, 4} , B= {0,1, 2,3, 4,5} , C= {0,1,2,3,5, 6} ko D = {1,2,3, 4,5,10, 26,37,40} Ko
01 GLUVOPTNGELS
f:A>B,pe f(X)=x-1, xe A,k g:C—>D, pe g(x)=x*+1, xeC.
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Ereion
f(A)NC= {0,1,2,3} m{0,1,2,3,5, 6} = {0,1,2,3} cC,
dnuovpyodpe ™ cdvBern cuvaptmon go f : A— D pe tomo
(9o ) =g(f(x)=0g(x-1)=(x-1)* +1=x"-2x+2, xeA.

ii) Eoto ot ovvopticsic f:R—R, pe f(X)=x*+1, kau g:[0,4+0) >R, pue g(x)=\/;. Emeidn

X*>0=f(x)=x*+1>1, seivme  o@avepd ot f(R)=[L4+©), oand Omov  TPOKVOATEL
f (R) N[0, +00) =[1,+) . H ocOvbeon go f 1wv cvvapticeov f xot g opiletan yio kb xeR, g
O0KOAOVOMmG

X—> £ (X) =3 +1—25 g ( (X)) =g (¢ +1) =/x? +1,
Yovendg, n obvhetn cuvaptmon geo f 1R > R &yel tomo

(go f)(x)=vx*+1.

iii)Eoto ot cuvaptoeig f:R—>R, pe f(x)=x-1, kaw ¢:[0,+0) >R, pe g(X):\/;. Eneior f(R)=R,

givatl eavepo 0Tt 1 Tpoimdbeomn Tov £YKAEIGUOD TOV GuVOLOL TIHdV ™ f oto medio opiopod ¢ g, dev
enoinbevetan. Emedn f(A)N[0,+0) =, yuo vo opiotel 1 oOvleon go f, mpémel va vrmoloyiotel
KatdAAnAo medio opwopod 4 g f, dote f(A)c[0,40). And v tedevtaio omoaitnon £xovpe
f(x)=x-1>0, M wodvvauo x>1.
Emopévamg, n ovvbetn cuvaptnon g o f opiletar povo yio X €[1,40), kot oyt 610 medio opiopod R g f,
OTOTE £OVE
[1, +00) — [0, +0) —>R .
H ovvbeon go f 1ov cuvapmoswv f kot g opileton yuo kabe X €[1,+0) = R, og axorodbwg
X— s f(X) =x—1—2 5 g(f (X)) = g(x—1) =~/x—1.
Yuvenmc, n ovvhetn cuvaptnon go f :[1,+w0) > R éyet Tomo
(gof)(x)=+x-1.
IMapatnpiote 0T1, N anaitnon optopod ¢ ocvvhetng cuvaptnong geo f kabdpioe to medio opiopo g va
givar 1o [L4+0) c R.

iv) Eoto ot molvmvopikég ovvaptioelc f(X)=2x-1, kou g(x) = x> +3x—1. Oa opicovpe (ov ovtd givor

duvard) tig ovvbeteg cvvaptioelg go f, fog war fo f .
Eneion f:R—>R ko1 g:R —> R, (0g moAvovoikés) yio m odvlern cuvapmon go f égovpe
Xx— () = 2x~1—25 g (f (x)) = g(2x-1) = (2x -1)" +3(2x~1) ~1=4x* + 2x 3.

Anhadf, go F iR >R, pe (go f)(x) =4x* +2x-3.
I'a ™ ovvbetn cuvdpmon f og éxovue

Xx—25g(x)=x*+3x-1—> f(g(x)) = f (x* +3x-1) = 2(x2 +3x—1)—1: 2x% +6x-3.
Anhadf, fog:R—->R, pe (fog)(x)=2x"+6x-3.
A7 T0V¢ TOPOTAV® TOTOVG TV cVVOETOV cuvaptioemy go f, fog sivar pavepd 6t o Opiopde 1.2.1
dev emoinbevetan, cvvenwg go f # fog, and 6mov cvumepaivetal OTL d&v 1GYVEL 1| AVTINETOOETIKNY

1010t TA TN GUVOEST] GUVOPTICEDV.

INo ™ ovvbeon cuvapmon fo f,omov f:R—> R, éovpe
(fof)x)=f(f(x))="f(2x-1)=2(2x-1)-1=4x-3, xeR.

2

-1 <
=5 X 3,8n818ﬁf:R—>]R,Kou g:R>R,
3x -2, 3

umopei va oprotei 1 ovvleon go f , yio v omoia éxovpe:

Becwpnvrog Tic cuvaptnoelg f(x)=2x+1 kot g(x) :{

14



£2(x) -1, f(x)ss_{(2x+l)2—1, f(x)<3
3t(x)-2, f(X)>3 [3(2x+1)-2, f(x)>3
‘Etot yuo ) oOvBe cuvaptnon geo f umopodue va ypdyoupe:

4% +4x, 2x+1£3_{4x2+4x, x<1

(gﬂ)(x):{ _

(gﬂ)(x):g(f(x)):{

6x+1, 2x+1>3 6X+1, X>1
00
Opwopog 1.2.8. ' Ecto f: A— B pia 1-1 suvaptnon. H cvvéptnon g:B — A, yio v omoia 1oyvet
g(y)=x,ywwkébe yeB< f(x)=vy, (1.2.2)

ovopdletol avtioTpoon ovvaptnon (inverse function) e f kot cupPoriCeton pe .

Hoepoatypiocseig 1.2.9.

i) Beophviog Tig cvvaptioelg f, g Tov Opiopod 1.2.8 éyovue va onueidoovpe 6Tt n g:B— A eivon
npbypatt cuvaptnon, ywtl, av g(y) =x kot g(y) = X, , 101 Adym tov opopov g f(x )=y = f(x,) xa
epoocov n T eivan appyovoonpavtn (og 1-1) mpokvmtet x, = X, . H cuvOnkn g «emni» cuvaptmong yo v
f elvon avayxaio, Tpokeipévon n «véoy» cvvaptnon g (M avtiotpoen g f) va opiletar oe oAdKANPO TO
obvoro B «1 0yt o€ éva vtocsivoro tov. Eivat, Aowmdv, avaykaio kot tcovr 1 oovBnkn «n f: A— B givan

uia 1-1 cvvapmmony yu tny aviiotpoen g f.
il) Oswpodvrog Tig cvvaptoeg f:A— B kot g:B— A tov Opiopod 1.2.8. opilovrar ot cOvOeTEG
ovvaptioelg go f:A— A xar fog:B— B. [Ipaypar,
(9o F)X)=g(f(x)=0g(y)=x=1,(x), Yo k@Bex e A,
(feg)(M)=T(g(y)=F(X)=y=15(y), 1o xébe yeB,
onov 1,,l; ot tovtotikég cuvaptioelg ota cbvora 4 ko B, avtictorya. Etot,
gef=1,km fog=1,,
o’ 6TOL 1 § ATOKTG TO GVoud TG Kot To cvpPoropd e (n 7 sivar To avdioyo Tov avTicTpopov evog

U1 UNOEVIKOD TPOLYLLOTIKOD OplOpon).
iii)Eoto ot 1-1 cuvoptoeig f: A— B ko g:B — C. Tote ioydovv ot 1010t TEC:
(fFHY*'=f wxm (gof)'=flog"

Hopoadsiypata 1.2.10.

i) Hovvapmon f:R—-> R, pe f(X)=2x+3 eivon 1-1, (BAéme, Mapaderypa 1.1.9 (i) ). Eropévog, copenva
pe tov Opopd 1.2.8. vapyel n avtiotpoen g f . Axolovbmdvtag ™ pebodoroyio. LTOAOYIGUOD TOL
TOHmov g avtioTpoeng cvvdpmong (BAéme, Iapatypnon 1.2.9. (v) ) éxovue

y=f(x)=2x+3c x:—y;?’.
AMGLovToC oToV TOpATAvVe TOTO To X pe Y ovumepaivovpe OtL 1 avtiotpoen cuvdptnon &xel TOmO
X—-3
f(x)=—o.
(%) 5
210 Zyfua 1.7 ovamaploTdvovTal ot Ypoeikés TopusTacels e cuvapmong f  (umke ypdpa) me 1
(koKKIVO) KO 1) droTOpOc-evbeia Y = X (Ladpo).
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Tyqpa 1.7 Tpopikég Tapactdoelg YPoUIKNG CUVAPTNONG, OVTIGTPOPOL TNG KoL TNG S1Y0TOHOV NG TPATNG YOVING TOL
EMTESOV.

ii) 'Eotwo A={-1,2,3},B= {\/§,5,11} ko ovvapmon f:A— B, 6mov
f(~1) =5, f (2) =+/3 xou f(3)=11.
Amd tov opiopo g f eivar pia 1-1 suvdptnon kot 1 avtictpoen g eival 1 Guvaptnon
43,511 > {-123},
omov f’l(\/g) =2,f7*(5)=—1 xar f*(11)=3,
iii)H cuvapmon f :[0,+00) —[0,+) pe f(X)=x* eivon 1-1 cuvépon (yoris). H avtictpoen g opiletar
pe tomo f1(x) =+/x, X [0,+00).
iv) H cuvapmon f R —[0,+0), pe f(X)=Xx* dev sivon avuiotpéyun, emedn dev eivar 1-1. Hopatpiiote

ot 1 ovvaptnon sivon ent (BAéne, [Tapaderypa 1.1.7 (i) ) @ot6G0 dev givol QUELOVOSTIUAVTT), ETELON Y10l
dvo dapopetikd X, =1 ko X, =—1 givan (1) =1= f(-1), emopéveg dev wyvet o Opiopdg 1.1.3. 00

Hoepoatipnon 1.2.11.
i) Av (x, y) £lvar o1 6VVTETAYUEVEG TOV TVYAHOV oNUEIOL TNE YPUPIKNG Tapdotaotg wiag 1-1 cvvéptnong f,
ToTE glvan pavepod OTL
(xy)=(xf(0)=(f*(.y),

dhadn, ot ypoaoucéc mapactdoelc g T xor f ' tovtiloviar, 6tav yue v ' Beopodue aveldptmm
petaPint eni tov 4Eova y'0y . Evd, av o tomog g avtictpoeng cuvapmong ™ Sivetor Bempdvtag mg
aveEapmn petaPAnty emi Tov dfova X'0X , ot Ypagukég mapacthoels tov f ko ™ eivar coppeTpikéc g
TPog TNV €vbeia Y = X, O10TOLO TOV TPAOTOL Kol TPITOV TETOPTNHOPIOL 6TO 0pboKavoviKd GhGTNUA AEOVHOV
Tov emmédov X0y, (PAéme, Zyfua 1.7).

i) Xt cvvéyeia, Tapovoidletar 1 pePodoroyio Tov akolovfoVE KaTd TOV VTOAOYIGHS TG avTicTpoeng f

oLVEpTHONG,
» otav diveton pia cuvaptnon f:A—->R:
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e E&etalovue av n ovvaptnon f eivon apeipovooniuaven, (BAéne, Optoude 1.1.3.).
e YmohoyiCovue 10 ocbhvoro tiumdv ¢ f , 10 omoio mpémer va ivon to medio opiopod TG avTioTPoPNg
cuvépmong .
e Ymohoyiovpe tov tomo ¢ ', o omoiog mpokdmTel amd v emilvon wg mpog X g Y = f(X) kot
oAAGoVTaG GTOV TOTTO TOV TTOPdyETOL TO X LE Y.
» otav 1 cvvaptnon divetar pe KAASoug
F(x) = f,(x), avxe A
f,(x), av xeA,
o E&etalovpe av ot cuvaptioelg f: A — R ko f,: A, — R eivar ap@uovospavtes, av TOLAGIGTOV

pio dev eivon apeuovocuavtr, 1 cuvaptnon f dev elval apeovocsuavtn, GUVERMS 1 GLVAPTNON
f dev avtiotpépertar, emeldn pio and Tic Tpodmodécelg tov Optopde 1.1.3. dev oydet.

« Bpiokovpe ta chvora Tip®V TV cuvapticeny Twv kKAadwv, f(A) kot f,(A).
* Av yio ta oovora f(A), f,(A,) wyoer f(A)N f,(A) =2, 10te novvaptnon f dev
OVTIGTPEPETOL, EMELDN OEV EIVOL OUPILLOVOCTILLOVTY.
e Av f(A)N f,(A) =2, 161 n avtictpogn cuvéptnon f ™ vadpyet kot o Tomog T Sivetan
f, (%), av xe f(A)
f, (%), avxe f,(A)
OOV Ol TOTOL TV GLVOPTHCEWDV fl_l, fz_1 vroAoyifovtal, Om®G ovaeépOnke mponyodueva, oTNV
nepint@on g piag cuvapTnong.

f'(x)=

Opwopog 1.2.12. 'Eoto pia cuvaptmon f: A— R . H cvuvéptmon ovoudletar

i) avo epaynévny (upper bounded), 6tav vdpyel TpoypoTikog apbpog M € R, tétolog dote ylo. Kabe
xe A va woyder F(X)<M . O apiBudg M ovoudaletar dve epdaypo. (upper bound) g f.
To €ldyloto amd To Aved EPAYUHOTO TG oLVAPTNONG ovoudletal ave mépag (supremum) Kot
cupPorileton sup f .

XeA
i) kato epaypévny (lower bounded), 6tav vadpyel Tpaypatikds apBpog me R, t€1010G ®OTE Yo KGO
xe A va woydel f(x)=m. O apiBudc m ovoudletar katm @paypo (lower bound) g f.
To péyloto omd To KAT® @PAyHoTe TNG ovvaptnong ovoudletolr kGt mépog (infimum) Kot
ocvuPoirileton ng; f.

iii) ppaypévn (bounded), 6tav n cuvaptnon f eivon ave kot kéto epoyuévn.
iv) amolvta epaypévy (absolute bounded), 6tav vrapyel OTikdc Tpayuatikdg opdpodg a € R, térotog
®oTe Yo kGe X € A va, 1oydeL | f (X)| <a. 0 apBudc a ovoudletor amdéivto Ppaypo g f.

Hoepoatipnon 1.2.13.
E@appolovtag m yvooTti 1010t TG AmOAVTNG TIUNG, amd TV omoia toyvel Yo kabe X € R kot 8 >0,

X <0 —-0<x<0,

UTOPOVLE VO ATOOEIEOVE OTL pio OTOAVTO PPOYUEVT] CLUVAPTNOT €IVl Kol QPAYUEVT), ETEDN TO OTOAVTO
opaypo etvat éva ave epaypa Kot 0 avtiBeTog mpayatikoc aptfpodg Tov amoAdToV QPAYIATOS AmoTEAEL Eval
KAT® Epdypa Yo T GLVAPTNON.

To mapdderypa, 1 covapmon f(x) =sin(x) sivor amdAvto epayuévn omd 1o 1, T0 omoio ivol 1IGOSHVOUO e
T0 yeyovog 6tin T éyxel dvo epdypa to 1 ko kdtw epayua to —1 , (PAéne, ITapatpnon 1.5.2. (iii)).
SUVETMG, OTOV YPELOLETOL VO «EVIOTIGOLUE) KATOO Qpaypo (Ave N KATt) piag cuvaptnong, opyikd
UTOPOVLE Vo avalnTNoov e TNV VIapEN EVOG ATOAVTOV PPAYUATOG OVTAG.
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Av dev vrépyel omdALTO PPAYLA, OVTO CMUOIVEL OTL 1| GLVAPTNON OEV Elval Avmd Kol KAT® GPOyUEVT Ao TOV
1010 (Kot amoAvTn TIN) TPOYUATIKO 0plBud, To 0moio dev glval 1GOSVVALO LE TO OTL 1] CLVAPTNOT OEV Eival
opoypnévn. H cvvaptnon avtr| propel va gtvat dveo eporypévn 1 K4tm epayrevn 1 vo unv eival paypévn.

o mopddetypa, 1 ovvaptnon f(X)=x* sivar kK4T® Qpaypévy omd 10 UNdEV 1) OMOOVIYTOTE OpPVNTIKO
opOuo, (PAére, IMapdderyua 1.1.7. (1) ) ®otd6c0 O€v €ivor Gved @payuévn, emouévec dev umopel vo gival
ATOAVTA PPOYUEVT.

H cvvdapmon f(x)=x® dev eivar ppaypévn (00te amdAvTa, 0VTE OMAL), GUVETOC EV VIAPYEL KATOLO (Ve T
kGt epayua g (PAéne, Mapdderypa 1.1.14. (iii) ).

Mpétaocn 1.2.14.
‘Ecto ot npaypatucol apBpot ki, K, xat ot amdéivta gpaypéveg cuvaptrioels f :A—>R kot g:A—>R.

H ovvapmon k f +k,g: A— R givar amdivta @porypév.

AmodeEn: Apykd, to dBpowopa Tov cvvoptioemv opiletor oto A4, emewdn o f,g éxovv kowod medio
opiopov, (Préne, Opiopog 1.2.3. (i) ).
Enedn ot cuvaptioelg eivor amdAvto epaypéveg, coppovo pe tov Opiopo 1.2.12 (iv), vedpyovv a,a, >0

TETOL0L DOTE | f (x)| < a, Kot |g(x)| <a,, Y KOs xe A.

Enopévac, yio kGBe X € A umopolLE Vo YpayovpE:

|(k1f + kzg)(x)| :|k1f (xX)+ kzg(x)| §|k1f (X)|+|kzg(x)|

(1.2.2)
= [k, £ OO+ [ko[|g (] <[y @, + [k, |2,

Ipopavmg |k1|a1 + |k2|a1 glvan évag Beticdg mpaypaticodg apdudc, emopévac n (1.2.2) emoAnbevet tov Opiopd
1.2.12. (iv). 00

Opwopog 1.2.15. 'Eoto pia cuvaptmon f: A— R . H cvvéptmon ovopdaletar
i) apmwa (even function), 6tov to €GO OPIGHOV TNG €ivol GVUUETPIKO OC TTpo¢ TV apy 0 TV a&dvav,
dnAadn, yia kdBe X € A ovvembyetar —X € A, Kot 1oyOeL
f(—x)=f(x). (1.2.3)

T'eopetpikd, n ypagikn mopdotacn kdbe dptiag cuvdptnong €ival CUUUETPIK O TPOG TOV AEoval
y'Oy.

ii) eprrtn (odd function), 6tav to medio opioproD NG ival GLUUETPIKO O¢ TPog TV opyn 0 Tav a&dvav,
dnAadn, yia kdBe x € A ovvembyetar —X € A, Kot 1oyOEL

f(—x)=—f(x). (1.2.4)

lsopetpcd, M ypaeiky TapdoTacn KAOe TEPITTNG GLVAPTNONG £XEL KEVIPO GLUUETPIOG
mv apyn 0 tov aovov.

Hopodsiypata 1.2.16.
i) Otovvapticelg f:R — R, pe f(X)=x* xor g:R —[0,+0c0), 6mov g(X) :|X

, Elvan Gptiec, emeldn ta

7edio 0pPIGLOD TOVG EIVOL GUUUETPIKA OG TTPOG TNV apyh TOV a&OVeV Kol emmiéov woyvet 1 (1.2.3).
Emumiéov, o y'0y eivon d&ovag cvppetpiag tov ypapikdv napactdoedv tovg, (PAéne, G, oto Zynua

1.2). Ed® yperaletar vo oMUEIDCOVE OTL Liot APTIO GUVAPTNOT OEV Elval apeiuovoouavn, (Yori;).
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ii) Two. omotovénmote mpaypotikd apbud a pe a=0, ot cwvaptioerg f:R —R, pef(Xx)=ax’ xu
a

g:R—{0}— R —{0}, 6mov g(x) =—, eivou meprrtéc, Enedn 1o, TEdiO OPIGHOV TOVG EIVOIL CUUUETPIKA (OG
X

TPog TNV apyn Tov a&dvev kat emmAéov woydel n (1.2.4).
Emumiéov, 1 apyn tov a&Ovev omoTtedel KEVIPO GLUUETPIOG TOV YPOUPIKOV TAPOCTAGEDV TOVG, (PAEme,
Syfuo 1.4 kon Zynuo 1.5, avtictorya). 00

Oprwopog 1.2.17. 'Eoto pia cvovaptnon f:A— R, yio tqv omoia vdapyst évoc un undevikodg aptbuog T
TETO10C MOTE Yo KABe X € A ocvvemdyetor X+ T € A, Kot 1oyvet

f(x+T)=f(x), (L2.5)

ovoudleton wEPLOdIKY ouvaptnon (periodic function) ko o pukpdtepog Oetikdc apBudc T, yia tov omoio
gmoAnOeveton 1 1ot oty (1.2.5), Aéyetan mepiodog g f .

l'sopetpikd, n ypoeikn mapdotacn piog eptodikng cvvaptnong pe mepiodo T amoteleitol and Eva
TUAO KOUTOANG, TO omoio emavaiapfavetor ava T .

Hoapaosypa 1.2.18.
O1 Tpryovouetpikég cuvoptoelg Sin(x), cos(x) eivor meplodikég pe mepiodo T = 27, Kol 01 GLUVAPTNOELS

tan(x), cot(x) eivou meprodikég e mepiodo T =, (PAéne, Tapatpnon 1.5.2 (ii), [Hapatypnon 1.5.6 (ii),
Ioapatipnon 1.5.10 (ii), Mapatipnon 1.5.12 (ii), avtictorya). 00
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1.3. Movotovio cvvaptnons. AKpOTaTo GVVAPTN oG

v evotnta ovt) Bo opioovpe v évvola TG Hovotoviog piag cuvaptnomg, évvolo mTov mopovotdlet
1010{TEPO EVOLAPEPOV OTIS EQOPLOYES, ETEWON Ol CLVOPTHOELS TOV ERPAVIfOVTOL GE AVTEG EIVOL LOVOTOVEG GE
OL0 TO TEdI0 OPIGHOD TOVG 1 «KOTA TUAMATO» povotoves. H de évvola tng povotoviag umopet vo ddoet
TANPOPOPIES YO TIG KOKPLUVES TIUES) TNG CUVAPTNONG, Y10 TO GOVOAO TIU®V TNG, K.O.

Opwopog 1.3.1. 'Ecto pio cvvdptnon f:A— R kot B < A. H cuvaptnon ovopdleton
i) av&ovoa (increasing) 6to B, 6tav yio kdbe X, X, € B pe X, <X, woyder f(x) < f(x,).
Sopporwkd : f T . Zyfua 1.8 (o)

i) yvijowa av&ovoa (strictly increasing) oto B, 6tav yio kdbe X, X, € B pe X, <X, woyver f(x)< f(x,).

iii) @Bivovea (decreasing) oto B, 6tav yo kdbe X, X, € B pe X, <X, woydvet f(x)= f(x,). Zopfora :
fl

iv) yvijore.  @Oivovoa (strictly decreasing) oto B, oOtav ywr kdBe x,X,€B pe x <X, 1oyxdet
f(x)> f(x,). Zympo 1.8 (b)

V) (yviiere) povotovny oto B, dtov 1 cvvdptnon eivon (yviowa) advéovoa 1 (yviowa) eivovca cto B .

4 T T T T T 0 T T T
T0=C/3+1) f(x)=-2*sqrt(x+1)

"4 3 2 1 0 1 2 3 4

Yynpe 1.8: Movotovia cuvapticewnv (a) : H cuvaptnon givor avéovoa (b) H cuvaptmon eivar yvioia ¢bivovsa.

Hopomypioceig 1.3.2.
i) Eoto pia cuvdptmon f:A— R ka Bc A. Av n ouvaptnon eivarl tavtoypova avéovoa kat bivovoa

oto B, toéte avtn eivan pia otabepr| cuvéptnon oto B.
if) 'Eoto pia cuvépmon f:A—> R, kot X, X, € A pe X # X, . [IoAég popéc, Tpokeuévon vo mpocdloplotel
10 €1do¢ g povotoviag e fovtl ywo v epappoyn tov Opiopod 1.3.1., ypnouomoieiton o Aoyog
petapoing mg f ota X, X, € A, o omoiog opiletar va givon
A= T06) = 1) N woodvvapa A= 100 = 10x) . (1.3.1)
X; =X X=X
Emedn omyv (1.3.1.) Bewpnioope X, # X, kot 6€ OAeg TG meputdocelg tov Opiopod 1.3.1. vrobérovpe
X <X, = X, — X% >0, n avriotoryio Tov Adyov petafoing pe tov Opiopod 1.3.1. givan :
e Av 12>0,n f sivar adbéovoa
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e Av A>0,n f eivar yviola adéovoa
e Av A<0,n f elvon pBivovca
e Av A<0,n f eivon yvnola @bivovca
e Av A=0,n f eivon otabepn
iii) Xpnowonowdvrog tov Opopd 1.3.1. givar dpeco va amoderybel 6t pion cuvapmon f:A—>R yvow
HovoTovT 670 KAELeTo dtdotnua A=[a,b] eivar eparyuévn.
iv)’Eoto pio cuvaptmon f:A— R, mov givar yvioa av&ovca oe dHo vmosvvora A, A, tov mediov opiopov
A. Agv givon avaykaio n ovvapmon f va etvar yviiow avéovoa oto A UA,. O 1810¢ 1o)upiopdc
oAnBevel avrikabiotdvag Ty Evvola yviolo avEovsa e yvnola eBivovsa, 1) e av&ovoa, 1 pe eOivovoa.

Hopodsiypota 1.3.3.
i) ‘Eoto n ypappkn oovéptnon f:R >R pe f(x)=ax+b. Av a>0 n cvvdpmon eivar yviola adEovoa
Kot av a <0 n ovvéptnon etvon yviola ebivovoa.
Ipdypatt, Bewpidviag a>0 kot X,X, € R pe X <X,, o Opwopdg 1.3.1. (ii) emainbedetar, emedn
f(x)=ax, +b<ax, +b=f(x,), covenmdgn cuvaptnon eivan yvinoio adéovoa.
Oeopivtag a<0 kot X,X,eR pe X <X,, o Opwoudg 1.3.1. (iv) emoinBeveton, emedn
f(x)=ax +b>ax, +b=f(x,), covenmdc n cvvaptnon eivon yvicla @Oivovso.
Eniong, emedn n khion g evbeiog (PAéme, TMopadeiypata 1.1.14. (i) ) tavtileton pe tov Adyo otnv
Iapatipnon 1.3.2 (ii), n amddei&n npokdmtel dueca omd to Tpdonuo tov Adyov otny (1.3.1).
ii) Eotw n ovvdpton f:A—-R, pe f(X)=x"—4x+4. H ovvdpmon f eivar yvicla ovéovso 6To
[2,4+00) kot yvicla ebivovsa oto (—oo,2].
Ocopdvtog X, X, e R pe X # X,, apyikd vroroyiletar o Adyog petaforng mg f amnd v (1.3.1), mov
glvan {oog pe
S O0) = () _ X6 —4% +4— (¢ —4x +4)
X; =% X; =%
XX A A% (X)X %) — A — %)
X =% X, =%
o Av X,X, €[2,+00), 10t¢ A=x,+x, —4>0. Enopévac, oopeova pe v IHapoatypnon 1.3.2 (ii), n

X, + X —4.

ovvaptmon f eivan yviolo av&ovoa 610 [2,400).

o AV X,X, €(—00,2], 1018 A=x, +x, —4<0. Emopévag, coppova pe v Hapatypnon 1.3.2 (ii), n
ovvapton f eivar yviowo pBivovca oto (—oo,2].

To mopondve amotelécuoto amodeikviovial ypnoiponotmvag tn fempio tov Kepaiaiov 6. 0

Ip6toon 1.3.4.
‘Eoto pio cvvapmon f:A—>R yvioww povéotovn oto Bc A. Tote n ouvviaptmon f egivan

OULOLLOVOCTILOVTY).
Amooailn:
YroBétovue 6T 1 cuvapTon ivan yvhcle avéovsa oto B, omdte odupmva pe tov Opiopd 1.3.1. (ii) ya
Kale X,X, €B pe x <x, (Onhadn, x #X,) woyver f(x)< f(x,), onraodn, f(x)= f(x,). Apa, To 600
Toyxaia X,X, € B pe X # X, , enakndevovv mm cvvenaywyn otov Opiopds 1.1.3., cuvenmg n cvvdptnon eivar

OUQLLLOVOCTILOVTY).
Av 1 ovvdptnon Bewpnbei yviowa pbivovsa 1 amddeln ivar aviroyn. 00

21



Egappoyn 1.3.5.

"Ecto n ovvdptnon f:R—>R pe f(x)=ax®, kon a=0.

i) Av a>0,novvipmon f sivar yvnolo avéovaoo.
Av a<0, novvapmon f eivor yviola ebivovca.

i) Hovvapmon f eivon apeovoonpovn oto R.

Amooailn:

1) Ocopdvtog X, X, e R pe X #X,, apykd vroroyiletor o Aoyog petofoing g f amd v (1.3.1), mov

glvon ioog pe
LAt _ag-ad 8%
X; =% X; =% X; =%
:a(Xz—Xl)(Xzz—}-Xin—f—Xf) _

X; =X

Emeon yuo kéOe X, X, € R, n dwaxpivovsa tov tpiovopov X2+ XX, + X efvan apynTiky, X2 4+ XX, + x> >0,

(1.3.2)

a(x; + XX, + X).

ovvenag oty (1.3.2) 10 Tpdonuo tov 1 eivar avtd ToL a .

. Av a>0, tote A1>0. Enopévog, cdupavo ue v Iopampnon 1.3.2 (ii), 1 ovvdptnon f eivan
yviola avéovoo oto R, (BAéne, T ypoaeikn topdotacn oto Zynua 1.4(a)).
. Av a<0, tote A1<0. Enopévmg, cdupavo ue v Iopampnon 1.3.2 (ii), n ovvdptnon f eivan

yviiola @bivovoa oto R, (BAéne, tn ypoeikn Topdotoon oto Zynua 1.4(b)).
i) Onwg mpoxvmtel and 1o (i), | cvvapmon f(x)=ax® sivor yviiclo povotovn ctoR, cvvendg To
cvumépoocua ivar aueco amotéiespa g [pdtaong 1.3.4. 00

H avtiotpogn cvvaptnon pioag cuvaptnong £xel o 010 €ido¢ povotoviag pe T cvuvaptnon, W1dTNnTe Tov
SITVTOVETAL 6TV 0KOAOLON TTpdTACT.

[pétaon 1.3.6.
"Eoto pia cuvépmon f:A— R yviowa avéovoa (avtiototya, ebivovsa). H avtiotpoen cuvépmon !
mg f eivar yvnowo avéovca (avtictoya, gdivovsa).

Amédeign: Ilpdypatt, og vroBécovpe 6tin £ eivon yvioua avéovoa, dniadn, yua kabe X, X, € A, pe X, < X,
oot f(x)< f(x,), (Bréme, Opopog 1.3.1). Av n f' Sev givar yviowo avéovca, tdTE VLEGPYOLY
Vi, Y, € T(A), e y, <Y,, yuo Tig €1KOVEG TV omoimv 15y0EL

F2y) > F7H(Y,) - (13.3)
Enedn fH(y,), f (y,) €A xoun f eivan yviiola adéovoa, and ty (1.3.3) &xovpe

F(E2(y))> F(FH(Y2)) = Ya > Ve

r ’ 4 , r 7, -1 r , 7 4
10 omoio eivar advvato, emewdn vmobéoape y, <y,. Apo, n f T egivar ywow avéovoa. Avdroya
amodelkviETAL KO 1 TEpinTmon katd v onoian f givar yvhcio ebivovsa. 0

Opwopog 1.3.7. ' Ecto pio covdptnon f:A—>R.

1) Av vmdpyet X, € A Ttétolo @ote ywuo k@be Xe A va woyder f(x)< f(x,), t0tE M CVLVAPTNON
napovctilel oto X, ohké péyroto (global maximum). To X, ovoudleton onpeio (1] B£on) ohukov
peyiotov kot f(x,) péyromn Ty mg f .

i) Av vmdpyxet X, € A Ttétolo @ote ywoo k@be Xe A va woyder f(x)=>f(x,), t0t1€ N CVLVAPTNON
napovctilel 6to X, oMkoé grdyroto (global minimum). To X, ovopdleton onpeio (| 0éon) olucov
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ghoyiotov kon f(x,) erdyrotn Tyu g f .

iii) To olkd péytoto kot 1o ohkd eldyioto piag cvvdptnong f ovopdlovrar olkd akpotata (global
extrema) mg f .

IV) Av vrapyet X, € A kar 0 >0 Této10 OoTE Y10 kKAbe X € AN (X, — I, %, + ) va woyver f(x)< f(X,),
TOTE 1 GLVAPTNOT TAPOVSIALeEL 6T0 X, TOmMKO péyroto (local maximum). To x, ovopdletor onpeio (W
0¢om) Tomuko? peyiotov kon f(X,) Tomké péyreto g f .

V) Av vmapyet X, € A kou 0 >0 Ttétolo dote Y kGBe X e AN (X, — I, %, + ) va woxder f(x)=> f(x,),
TOTE 1 GLVAPTNOT TAPOVGLALEL 6TO X, TOmKO ghdyieTo (local minimum). To x, ovopdleton onpeio (1)
0¢om) Tomuko? ghayioTov kar f(X,) Tomké erdyroto TG f .

Hopaderypa 1.3.8.

Houvvapmon f:A>R, e f(X)=x"—4x+4, &gt olkd ehdyoto 610 X, = 2. To 0Akéd gréiyioTo sivon
f(2)=0.

Ipdypatt, 6nog anodeiydnke oto IMapaderypa 1.3.3 (ii), n cvvapmon f eivar yviola adéovoa 610 [2,+00),
omdéte ywoo kGBe X€[2,+00) woyver f(X)> f(2), (BrAéme, Opwopo 1.3.1 (ii) ). Emedyq f(2)=0,
ocvumepaivoovue 6Tt f(X) >0, yio ke X €[2,400) .

EmumAiéov, n cvvaptnon f eival yviowa @Bivovoa oto (—o0o,2], ondte yia kdbe X € (—o0,2]

wyvel F(X)> f(2)=0, (BAéne, Opopd 1.3.1 (iv)). Zovenwg, f(X)>0, yuo kébe X € (—o0,2] .

Enopévac, yio kdbe x e R, woyver f(x) >0, to onoio emaAnOever tov Oproud 1.3.7 (ii).

Edd va mapatnpricovpe 61t to onueio olkov glayiotov g cvvdptnong f tovtiletoan pe v Kopven ¢

napafoinc, Tov avaeipbnke oto IMapdaderypa 1.1.14 (ii) og to onueio C (;—2,%) =(2,0). 00
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1.4. Ex0etikéc kon LoyaprlOpikég cuvapTioelg

Opwopog 1.4.1. H cvvapmon f:R — (0,+00), pe f(x)=a", yia xd0e Oetikd mpoypatikd apud a,
ovopdCetar ekOetucny (exponential) cuvaptnon pe paon tov apBpod a kot copPoriCetar a*.

Otav a=1 n exbetikn cvvapton 1* yiveton otabepr| ion ue 1.

Mio onuavtikf ekfetikr] ovvdptnon eivar 1 € (| ovpPorkd, exp(x)) pe Pdon to vemépelo apOud

e= lim [1+E] ~2,718... (BAéne, Evomra 2.6).
n

n—+o00

Hopotypioceig 1.4.2.

i) Emeidn a>0, eivor gavepd 6ti, a* >0, yuo kbs x € R . Zvvendg, N ekOetikn cvvaptnon eivor kato
epoypévn amd 1o undév (PAéme, Opiopog 1.2.12.(ii) ), to de chvoro Twdv g a* eivar o Ogtikol
mparypotikoi apiBpoi (0,+00) .

ii) Amodewcvietar 0Tt yio kGBe X €R, dtav a>1, n ekbetiky ovvapmon f(X)=a” eivar yvicua avéovoa
(PAéme, Opiopdg 1.3.1), evd 6tav 0<a <1, n ovvapmon f(x)=a* eivor yviowa @bivovoa, (Bréne,
Tymua 1.9).

40 T T T T T T T
35 Lf(x) = o, pe o1 1
30r 1
25 A
20r ]
15+ .
10

5| _

0
-5 ! ! ! ! ! ! !

y=f(x)

35! f(x)=a", pe 0<a<l]
30 .
25+ -
20+ .

fGo)

y:

Iympa 1.9: H ypague mapdotacn g cvvapmnong f(x)=a*,ue a>0.
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iii)Ta k@be a>0 ka1t xe R, cvvévdlovtag v IIpdtaon 1.3.4. pe ™ yviAolwa povotovio TG eKOETIKNG
ocvvaptnong, (Préne, Mopatipnon 1.4.2 (ii) ), amodeucvoetar 6t f(X) = a” eivan appuovooipovn.

iv) Zto Zynua 1.9 avamopiotdvetor n ypaeikny mtapdotacn g ekbetikng cvvaptnong f(X)=a”, yu xabe
x€R . Zmv ndvo sidva topovctdletar n ypoeikn nopdotaon g f(X)=a”, ue a>1, evd oy kdto
gwdva N ypoeikn topdotaon pe 0 <a <1.

V) Eto Eynua 1.10 mapovsidlovtar ot ypogikég TUpUcTAGES TMV OKOAOVOWV ekBETIKOV GUVOPTHCE®V
f,(x)=2", f,(x)=e", kv f,(x)=5".

10 . ;
— 1, ()=2"

fz(x)=ex

f,(x)=5"

o]

=1,2,3

y=fi(x), i

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Tyipe 1.10: Ot ypagikég mapootioelg exdetikdv cvvapmocwy f(X)=a*, pe a>1.

Opwopog 1.4.3. ' Eoto o Betikdg mpaypatikodg aptBpdc a. o kdbe Betikd mpaypatikd apfud X opilovpe
ToV aplOpd

log,(x)=y<x=a’. (1.4.2)

O apBuog log, (x) ovopdalerar hoyapr@pog (logarithm) tov x pe paon tov apOpod a.
Av a=10, o hoyapOpog log,,(X) Aéyetar dekadukdg Aoyapi@pog xar cvpPorileton log(x), evad av
a==e o loyappog log, (x) Aéyetar veméperog 1 uokdg hoyapiBpog kot cuuPoriCeton Inx.
H ovvéptnon
f:1(0,+00) — R, 6mov f(x)=1log,(x), yiakébe X € (0,+00), (1.4.2)

ovopdleton AoyaplOuiki) cvuvaptnon pe faon tov a.

Mopatnpiocseig 1.4.4.
i) Tw onolovdnrote mpaypatikd apdpd a>0, n exbetikn ovvapmmon f(x)=a" eivar augyovoshuavn
kot eni tov (0,400), (BAéme, TTapampnon 1.4.2 (iii) ), 1810TTEC OV AMALTOVVTAL DGTE 1) GLVAPTNOT|
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f(x)=a" va givan 1-1 oto (0,4+00), (Bréme, Opiopdc 1.1.8.). Tote, cvppavo pe tov Opioud 1.2.8.

opileton  avtictpoen cuvapton f': (0,400) — R, kot amd Ty (1.2.1) pmopodpe vo ypeyovpe:
f'X)=y<« f(y)=a’ =x
Yovdvalovrag v moporave oyxéon pe v (1.4.1) cvumepaivovpe 0Tl | GUVEAPTNON TOV IKOVOTOLEL TV
TOPUTAV® oyéor gival n Aoyapidukn cuvaptnon pe Pacn tov a > 0, dniadn, n avtictpopn g ekbeTIKNG
ovvaptong a* eivar  AoyapiOuky log, (x). Apa, 1 oxéon mov cuvdéel v ekbetikny cuvapTNON pE T
AoyopOpkn cvvaptnon diveton amd v (1.4.1),0nradn,
log,(x)=y<x=a’ (1.4.3)

Y10 ZyAua 1.11 avomapiotdvoviol ot ypaeikéc mapactioels e Aoyapuikic ocvvaptnong f(X)=Inx
Ko ¢ avtiotpognc g (X)) =e*. Tlapatnpiote OTL Ol YPAPIKES TOPOGTAGELS TOV GUVAPTHCEDV Eiva
CUUUETPIKEG ®G TPOg TNV €vbeion Yy =X, T OoTOHO TOV TPAOTOL Kol TPITOL TETOPTNUOPIOV ©TO
opBokavovikd cuoTnua aE6VeV Tov emimédov X0y .

5
fO)=In()
4r | —f0=e
y=X
3 -
2 -

y=f(x)
o -

Tyine 1.11: H ypogicy tapéotact mg Aoyapuikic suvépmong f(X)=INX kar f *(x) =¢*.

i) Eme1dn n AoyopBukn cvvdptnon givon 1 avtiotpoen g ekBetikng, omwe amodeiydnke oto (i), £yl v
oo povotovia pe v ekbetikn, (PAéme, [Ipotaon 1.3.6.). Apa, yio kdbe X € (0,+00),

e av a>1,n hoyopOukn cvvapmon f(x)=1log,(x) eivon yviowa avéovoa, (BAére, Zynpa 1.11).
e av 0<a<1l,novvapmon f(x)=1log,(X)eivon yvnoia pbivovsa.
INo xéBe x€(0,+00), o0 Zynua 1.12 avamapioTdveTor M YpOEIK TOPACTOCN TNG AOYOPLOMKNS

1 X
svvaptnong f (x) = l0g,,(X) , kot g avrictorme avticTpoeng g ekbeticig cuvaptnong f (X) = [E] .
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\ f0)=log, ,(x)
4l \ — T )=(112)¥ .
\ —y=X

)
/

X

Typqpa 1.12: H ypagn napéotacn g Aoyapdukhg suvapmong f(X) =10g,,,(X) xon f x)= (1/ 2)

iii) Zuvdvalovtog T povotovia g AoyoplOukng ocvvaptmong ond to (ii)-tapandve pe v Ipodtacn 1.3.4.,
ovpmepaivovpe 0Tt Y kibe a>0 kou X € (0,400), n AoyapBkn cvvapmon f(x)=log,(x) eivon

CLLLOLLLOVOGTLLOVTT).
iv) 1o Zynua 1.13 moapovcidloviot ot ypapikés mapacTtdoels Tov akolovbmv AoyoptlOpik®y cuVapTHCEDYV :

fi(x)=log,(x), F,(x)=log(x), f,(x)=logy,(x),xon f,(x)=10g;s,(x)
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y=t(x), i=1,23,4
o

Ak T

ok f,(x)=log,(x) |
f,09=I10g(x)

_3 = f3(x)=|091;4(x) i
f,00=l0g, ;o)

_4 1 lll 1 1 1 1 1 1 L 1

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
X

Zympa 1.13: Ovypagikég mapactdoeg royapbpkadv cvvapmceov f(X) =1og, (X) e a>0.

V) ‘Ecto a > 0. Ot onuovtikotepeg 1810TN1eg TV AoyapiBuwmv mapovciaovral otov ITivaxa 1.4.1.

Hivaxag 1.4.1: 1d16tnteg AoyapOuikng cuvaptnong pe Pdon a>0

[edio opiopon

log,(@")=x xm  a"™*=x, x>0

log, (x) + log, (y) = log, (xy) X,y >0

log, (x*) =klog,(x), keZ x>0

109, () ~og, (¥) = log, () Xy >0

Ioga(x):M X,b>0
log, (a)
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1.5. Tpryyovopetpikég ovvaptioelg

OepOVTOC  YVOOTOVC TOVG TPLYOVOUETPIKOLS OplOpovg, muitovo, ouvnuitovo, €QOTTOUEVY Kol
GUVEPOTTOUEVT] PO Yoviag X and ta podnuoatikd g devtepofdbuiog exmaidevons, Hmopovue vo opicovpe
TIG OVTIOTOLYEG TPIYWVOUETPIKES GLUVOPTNHOELS, VO EEETAGOVLE TNV VTOPEN TOV OVTIGTPOP®Y TPLYMVOUETPIKOV
GLUVOAPTACEMY GTO TTESIO OPIGHOV TOVG, 1 G€ KATAAANAO LITOGVLVOAD TOV. X1 GLVEXELD, X EKPPALEL TNV TIUN
plog yoviag og aktivia.

Opwopog 1.5.1. H cvovapmon f:R — [—l,l] , pe f(x)=sin(x), ovopdletar cuvaptnomn nuirévov (Sine)
mgyoviag XER.

H ypoagwn mopdotacn g f avamapiotdveton oto Zynuoa 1.14.

Tympa 1.14: H ypagikf mapdotoon g cuvaptnong nuitovov, f(X) =sin(x).

Hopompioceig 1.5.2.

i) Topompovtag oto Zynua 1.14 coumepaivovue 0TI, N YPOEIK TAPAGTACN THG GLVAPTNONG NULTOVOL
f(x) =sin(x) éxer kévipo ocoppetpiog v apyn 0 Tov a&dvov, cGuvenmg, M cuvaptnon sivol mepir,
dAadn, woyvet sin(—x) = —sin(x), yw ke x € R, to omoio omodewkviet v widtra 13, (PAére, IMivaka
1.5.1).

i) And 10 Zyqua 1.14 givar ovepd 6t1, M Ypagikn mopdotocn ¢ ovvdptnong nuitovo f(X) =sin(x)
amoteAeiTol OO Eva TUNHO KOUTOANG, TO 0moio emavoloufavetor avd T = 27, GUVER®S, 1 CLVAPTNOT|
f (X) =sin(x) eivou meprodikn, pe mepiodo T =27 .

iii) Zopewva pe tov Optopd 1.5.1. 10 6GHVOLO TIUOV TNG GLVAPTNONE NULTOVOD Eival [—1, 1] , ONhadn, va KaTo
epayua ™ eivor n T -1 kot éva ave epdayua n T 1, cuvenmg n cvvapmon f(X) =sin(x) sivae
Qpayuévn, kot pdAlota amdALTO epoypévn omo v T 1, exedn —1<sin(x) <l< |Sin(x)| <1, (B\éme,
Optopdg 1.2.12. (iii), (iv) kot IMapathpnon 1.2.13).

iv) Ta ke k €Z, onuewdveton pe A = kn—%, k7r+% éva S1ACTNIO. VTOGUVOAO TOV TPOYHOTIKOD

GEovo. IMapampwviog oto Zynua 1.14, ocvumepaivoope o6t v k4be Xxe A, pe Kk daptio apOpod, n
ocvvaptnon nutévov f(x) =sin(x) etvar yvnowa avéovoa (BAéne, Opiopodg 1.3.1), evod 6tav X € A, pe K
nepttd apdud, n ovvaptnon f(x) =sin(x) eivar yvriowa gbivovoa.
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V) Eneidn m ovvapmon f(x)=sin(x) eivor yvicwer povotovn o©T0 €0MTEPIKO KAOE OlOGTAUATOG

A = , keZ , (Préne, Topatipnon 1.5.2 (iv) ), ovumepaivoope 61t f (X) =sin(x) eivor

T T
kr—% kx+ X
T TS

OUPILLOVOCT LOVTT CUVAPTNON 6€ KABe didotnpa

ki —2, kn+=
T TS

, KEeZ, (Préne, TIpotaon 1.3.4.).

T T

22
OLOLLLOVOCTLAVTIN KoL ETTL TOV [—1,1] , (PAéme, TTapatipnon 1.5.2 (V) kou Opioudg 1.5.1), eivor ot 1310t teg
mov amottovviol Octe 1 ocvvapton f(X) =sin(x) va eivan 1-1 oto A,. Tote, odppwva pe tov Opiouod

Vi) ®@ewpidvtag k=0, m ovvapmon nutovov f(x)=sin(x), yo xabe x€ A = gtvan

1.2.8. opileton n avtictpoen cuvvépmon f: [—1,1]—» z , ko and v (1.2.1) pmopovue vo

YPOYOVLLLE:

T T
A

fl(y)=xe 5 E" v kébe y€[-11] < f(x)=sin(x) =y (15.1)

Opwopog 1.5.3. 'Eoto n 1-1 cvvéptnon f :[—%,%‘ — [—1,1] , omov f (x)=sin(x). H avrtiotpoen g f

givar f1:[-11]—

, M omoia ovopdleTat T6&o qurtévov kar cvupPorileton pe arcsin 1 sin t. H

o061 OV GLVOEEL TIG 600 cuvapTNoEl; dtatvrdvetat otny (1.5.1), dnrady,
sin'(y)=x&sin(x)=y.

TI'a mopddetypa, arcsin(l) =sin*(1) :% , arcsin(@) = sinl(g) = % .

f(x)=arcsin(x) =sin™! (x)
-1 (x)=sin(x)

15

0.5

=f(x)
o

y

A5k .

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
X

Tymna 1.15; Ovypagikés mapaoctaoelg oEo nurovov f (X) = arcsin(x) =sin™(x) ka quirovov f(x) =sin(x).
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Mopatnpiocseig 1.5.4.
i) 10 ZyAuo 1.15 pe umhe ypOUO OVATOPIOTAVETOL 1] YPOPIKT TAPAGTAGT TNG cLVEAPTHONG TOEO MTdVOL
f (x) = arcsin(x) =sin™(x) , kou pe koKKwvo yphpa . avrictpoen me, T 1(X) =sin(x). Tyedwoopévn pe
OLOKEKOUUEVT] YPOUUY €ivor 1 gubeio Y =X, AEOVOC GUUUETPIOG TV YPAPIKDV TUPUCTACEDY TOV
TOPOATAVE® GUVOPTICEWDV.
ii) Eneidn, ywo kdbe XE[—l,l] n ovvdptnon to&o nurévov f(x) =arcsin(x) =sin(x) opiotke og¢ 1

ovVTiGTPOPN GLVAPTNGN TOL NUITOVOL OPIGUEVO GTO =/, &l v 1dw povotovia pe Tt cuvdptnon

tov mnurovov, (Paéme, [lpoétacn 1.3.6.). Apa, yw «kdbe Xx€ [—1,1] , 1M ovviptnon
f (x) =arcsin(x) =sin*(x) sivou yvioro ad&ovoa, (Préme, Tyfua 1.15).

Opwopog 1.5.5. H cvuvapmmon f :R—>[—1,1], pue f(x)=cos(x), ovopdaletar cuvaptnon covipitovov
(cosine) g yoviog X € R.

H ypagwn mapdotacn tg f avarnapiotdverol oto Zynua 1.16.

Tympe 1.16: H ypagwr] mopdotacn ng cuvaptnong svvnuitévou, f (X) =cos(X) .

Hopotypioceig 1.5.6.

i) Topoanpodvtag oto Zynua 1.16 cvumepaivovue OtL, 1 YPOEIKN TOPAGTAGT THG GLVAPTNONG CLVILLTOVOL
f (X) =cos(x) elvon cvppetpikny og Tpog tov d&ova y'0y, cuvenmg, 1 cvvapTnon givar dptio, dSnAady,
1oyvel cos(—X) = cos(X) , o kabe x € R, 10 omoio amodeikvioel v 010t ta 13, (BAéne, [Mivaxa 1.5.1).

i) Ao 10 Zynua 1.16 givar eovepd OtL, M YPOQEIKY TOPAoTOOT TG ovuvaptnong cvvnuitovo f(x) = cos(X)
amoteleiTon OO Eva TUNHO KOUTOANG, TO 0moio emavoloufdavetar avd T = 27, GUVER®S, 1 CLVAPTNOT|
f (x) = cos(x) eivon meprodikn, pe mepiodo T =27 .

iii) Zopewva pe tov Optopd 1.5.5. 10 6GHVOLO TIU®V TNG GLVAPTNONG CLVIULITOVOL Eival [— 1,1] , Onhadn, éva
KAt epayua ™ eivon 1 Tipn -1 kot éva dveo epayua n T 1, covendc  cvvéptnon f(X) = cos(x) sivar
epayuévn, (BAéne, Opiopog 1.2.12. (iii)).
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iv) HHopatmpdvrag 1o Zynpa 1.16 cuumepaivovpe 0tL, Yo kGbe X € A = [kn, kr + n] , K meprrtoc apBuog, n
ovvaptnon ovvnurévov f(X)=cos(x) eivar yviowa avovoo (PAéne, Opwopdg 1.3.1), evd oOtav
XeA = [kn, kr + n] , k dptiog apbpog, n cuvapmon f(x) =cos(x) eivar yvioa pBivovoa.

V) Ene1o] n ovvapmon f(x)=cos(X) eivar yvAcwr povoTOv] GTO €0MTEPIKO KABE SlOGTHUATOC
A :[kn, k7r+7t], keZ , (Préne, Mapatpnon 1.5.2 (iv) ), cvumepaivoope O6tt f(X) =cos(x) eivor
OUPIULOVOCTLOVTT] GUVAPTNOT O KABE dtaoTnuo (kn, kr + n) , keZ, (Préne, TIpotacn 1.3.4.).

Vi) @ewpidvtag k=0, m ovvapton ovvnurovov f(x) =cos(x), ywo ke Xxe A = [0, n] gtvon
OUPIULOVOCT)LLOVTY] KO ETTL TOV [— 1,1] , (PAéme, TTapatnpnon 1.5.6 (V) kou Opopdg 1.5.5), eivor ot 1d10tTeg
7OV ATOUTOVVTOL AcTe 1 cvvdptnon f(X) =cos(x) va eivon 1-1 oto A, . Tote, odppova pe tov Opiopd
1.2.8. opiletor M avtiotpopn ovvaptmon ft: [—1,1] — [O, n] , kou omd v (1.2.1) pmopodue vo
Ypoyoopue:

f(y)=x€0,z], yia ke y €[-11] < f(x)=cos(x) =y (15.2)

Opwopog 1.5.7. ‘Ecto n 1-1 ovvaptnon f :[0,7r]—>[—1,1] , omov f(x)=rcos(x). H avtictpoen g f
givoan :[—1, 1] — [O,n] , M omoia ovopdleTol T6E0 cVYNIITOVOL Ko cuUBOAMEETAL e arccos i COoS *.

H oyéon mov cvvdéetl Tic dvo cuvaptioselg datvrmverol oty (1.5.2), dniadn,

cos *(y) =x<cos(X)=y.

NE NE

TI'a mopddetypa, arccos(l) =cos *(1) =0, arc 005(73) = cos*1(7) = % .

f()()=a\rccos(x)=cos’1 ()

£ (x)=cos(x)

| _

y=f(x)

Tyipe 1170 Ov ypaguég mopootdoelg 1650  cvvmuurdvov f(X) =arccos(x) =cos™(X) kat  cvvnuirévoy
f 1(x) = cos(x).
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Mopatnpiocseig 1.5.8.

i) Zto Zyfuo 1.17 pe pmde ypdOUO OVOTOPICTAVETAL 1) YPAPIKY TOPACTACT TG ovvaptnong to&o
cvovnurovou T (x) = arccos(x) =cos ™ (x), kot pe kOkkwvo ypodua 1 avtiotpoen g, f (X)=cos(X).
Yyedloaopuévn e OlOKEKOUUEVT ypoupq elvar m evbela Yy =X, GEovag GULUUETPIOG TOV YPOUPIKOV
TOPUCTACEDY TMV TOPATAVE® GUVOPTICEWDV.

ii) Eneidn, yuo kdbe X € [—1, 1] , 1 suvapTnon T6Eo cuvnutévoy f (X) = arccos(x) =cos ™ (x) opiotnke wgn
OVTIGTPOPT GLVAPTNOT TOV GLVNUITOVOL OPIGUEVO GTO [0,7[] , £xel v 1010 povotovia pe Tn cuvéptnon
Tov  ovvnurovov, (Bréme, TIpoétaon 1.3.6). Apa, 7y kdbe X€ [—1,1] , M ovvaptnon

f (x) = arccos(x) = cos ™ (x) eivon yviora @Bivovca, (Bréme, Tyfpa 1.17).
. : T . sin(x)
Opwopog 1.5.9. Eoto A=R— k7r—|—§, keZt. H oovapmmon f:A—R, pe f(X)= ) =tan(x),
COS(X

ovopdleton cuvaptnon gpamTopévig (tangent) tng yoviag X € A.

H ypoewn napdotaon g f avoaropiotdvetor 6to Tynuo 1.18. Tlapatmpnote 61t 610 oyfiua ansikoviCovrat

0l KOTOKOPLQEC gvbeieg X = kn—l—%, keZ, mov eivol o1 «OCOUTTOTEG) TNG YPOUPIKNG TOPACTUONG TNG

f (x) =tan(x), xabdg o1 cuvapthcelg dev opilovtal 6To avticTorya X, MCTOGO aVTH gival 1 advvapio TV

GYESLOCTIKMY AOYIGIK®V.

f(x)=tan(x)
20 T . | . . T

10+ ]

AN
N\

Tympa 1.18: H ypagikh napdotoocn ng cuvaptnong spantopévng f(X) =tan(x) .

33



Mopatnpiocsig 1.5.10.
i) Topompovrag oto Zynua 1.18 counepaivovpe 4Tt, N YPOPIKY TOPAGTOCT TG GUVAPTNONG EPATTOUEVTS

f(x) =tan(x), vy ke XER—«{knjL%, kEZ} éxel kévipo ovppetpiag v apyn 0 tov a&dvov,
OUVET®C, 1 ovvapmmorn  eivon  mepurthy,  omAadn, oyver  tan(—x)=—tan(x), 1y  «d@Oe

XeER— ikﬂ —|—%, ke Z} , T0 omoio amodetkvoel T Wiotnta 13, (BAéne, Iivaxa 1.5.1).

i) o kabe k € Z , onueidvetoan pe A = [kn — %, krr + g] £va 014G TN L0 VTOGVUVOAO TOV TPAYLATIKOD dEoval.

Amo to Zyfua 1.18 etvar pavepo 0tt, yuo k6Oe X € A M YpapIKf TopGoTAGT TNG GUVAPTNONG EPUTTOUEVTG
f (x) = tan(x), amotekeiton amd Eva TUAUO KOUTOANG, TO omoio emavolapfdvetar avd T =, GUVERDG, 1M
ocuvaptnon f(x) =tan(x) eivou meplodikn, ue mepiodo T =7

iii) Hopampdvrag oto Zynuo 1.18 cvpmepaivovpe 011, yio kGbe X € A :[kn—%, kn—i—%], pe kKez, n

ouvvaptnon gpomtopévng f(x) =tan(x) sivar yvioio avéovoa, (n anddeién yiveton pe m pebodoroyia mov
napovctaletor oto Kepdlato 5).

iV)Ereidy n  f(x)=tan(x), yw xébe XA = [kn—%, k7r+g] , keZ, etvar ywow avéovoo,
ocvunepaivovpe 0T, n ovvéptmon f(x) =tan(x) eivon apepuovoonpavin oe kdbe A, kKeZ, (PAéne,
IIpdtoom 1.3.4.).

Oecopoviag k=0, n ovvaptnon eopamtouévng f(x)=tan(x), ywa kdabe Xeﬁb:[—%,%] elvan

apeipuovoonuovty kot exi tov R, (PAére, Opiopog 1.5.9), sivor ot 1010TTEG TOV OTOITOOVTIOL MGTE 1|
ovwvapmon f(x)=tan(x) va etvar 1-1 oto A,. Tote, ovppove pe tov Opopd 1.2.8. opiletar m

avtiotpogn cvvapmon f': R — [—%, %] , Ko o v (1.2.1) pmopovpe va yphyoule:

T T
—, =

f ' (y)=xe > ,Yiokdfe yeR & f(x)=tan(x) =y (1.5.3)

Opwopdg 1.5.11. 'Eoto n 1-1 cvvaptnon f :[—%, %] — R, 6mov f(x)=tan(x). H avtiotpoen g f

givar ' R— [—%, %] , M| omoia ovopdleTon T6E0 epamTopévig kot cupPorileton pue arctan i tan *.

H oyéon mov cvvdéetl Tic dvo cuvaptioclg datvrmverol oty (1.5.3), dniadn,

tan '(y)=x < tan(x) =y .

TI'a mopdderypa, arctan(l) = tan '(1) :% , arctan(—1) = tan *(-1) = —%.
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f(x)=arctan()()=tan'1 ()
15 i (x)=tan(x) |

f(x)

y:

S p) I | I 1 1 I I
-2 -1.5 -1 05 0 0.5 1 1.5 2

Tmpae 1190 Ou ypagikéc mapactéoelg 1080 coamtopévng  f(X) =arctan(x) =tan'(X) «ka epamtopévng
f 1(x) =tan(x).

Mopatnpiocseig 1.5.12.

i) Xto IZynua 1.19 pe umke ypOUO OVOTOPICTAVETOL 1) YPOQOIKN TAPAGTOOT THG GuvapTonsg 1o&o
gpantopévng  f(x) =arctan(x) =tan(x), kou pe KOKKvVO YpoOpa oyeddleTor 1 avTicTPOeN TN,
fH(x) = tan(x) . Tyedraopévn pe drakekoppévn ypauuy eivor n evbeion Y = X, GEovag GLUUETpioG TV
YPOPIK®OV TOPACTAGEDV TOV TOPATAVED GCLUVUPTGEDV.

ii) H ouvépmon 160 spantopévne f(x)=arctan(x) =tan™"(x), ywa xdbe x € R, sivar yviicio av&ovoa,
(BAéme, Tyqua 1.19), emedny f(x) =arctan(x) =tan(x) opiotnke o¢ 1 avTicTPOEN CLVAPTNON TNG

EQUTTOUEVIG OPIOUEVIG OTO —%,% , OUVET®MG £xeL Tnv idlo pHovoTtovio, HE TN GUVAPTNOT TNG
gpamTopévng, (PAéne, Ipdtoon 1.3.6.).
iii)
, , , cos(x)
Opwopds 1.5.13. 'Eoto A=R—{kr, k€Z}. H oovépmon f:A—R, pe f(x)=—= ( ):COt(X),
sin(x

ovoudaleton cuvdptnon cvvepamrTopévng (contangent) Tng yoviog X € A.

H ypagwn mopdctaon g f avamapiotdveton oto Tynuo 1.20. IMapatmphote 6t 610 GYAMO

amecovilovTot o1 KoToKkopuees gubeieg X =K, K € Z , mov givat o1 «0CHUTTOTES) TNG YPOPIKNG TAPAGTACNG
mg  f(X)=cot(x), kabmg o1 cuvapthoelg dev opilovial 6Ta AVTIGTOLX0 X, ®OTOGO aVTH gival 1 advvouio
TOV GYESUCTIKMDY AOYICUIKOV.
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f(x)=cot(x)
20 T T r :

15} ]

y=f(x)
=

10t ]

15t ]

Tympa 1.20: H ypagikh mapdotoon tng cuvaptnong cvvepantouévng f (X) = cot(x).

Hoepoatypioceig 1.5.14.

i)

IToapammpadvtag oto Zynuoa 1.20 ocvumepaivovpe 0TI, M YPAPIK TOPACTOOT TNG OCLVAPTNONG
ovvepantopévng f(x) =cot(x), yw kébe xR —{kn, ke Z} éxel Kévipo ocvpuetpiag v apyn 0 tov
dniadn, cot(—x) = —cot(x),

xR —{kr, k€Z}, 0 onoio amoderkviet v rotnta 13, (BAéne, Tlivaka 1.5.1).

0EOVOV, OCULVEMMG, 1 GLVAPTNON Elval  mEpLTTY, 1oYVEL vy kéOe

ii) o kGbe k € Z, onueidverar pe A :(kn, k7r+7r) éva. S1AGTNUN VTOGOVOAD TOV TPUYUATIKOD GEOVAL.

Amo 1o Zyfua 1.20 eivar @avepd o1, Yoo k€Oe X € A M YpaQlK mAPEGTOCT NG GLVAPTNONG
ovvepantouévne f(x)=cot(x), amotereitor and évo TURUO KOUTOANG, TO 0Toi0 emavaAapPaveTol ovd
T =x, ovvendg, 1 ovvdptnon f(X)=cot(X) eivon meprodikm, pe mepiodo T =7 .

iii) Mopompovtag oto Tynuo 1.20 cvumepaivovpe oOt1, yuoo kébe X€Ak:<k7r, k7r+7r), pe keZzZ, n

ouvaptnon ocvvepamtouévng f(x) =cot(x) eivar yvmowo @bivovoa, ( amddeién yivetal pe m pebodoroyia
nov apovotdletol oto Kepdlaio 5).

iv) Eneion n f(x) =cot(x), ywo kdbe xe€ A = (kn, k7r—|—7r), keZ, eivan yviowo @Bivovca copmepaivovple

011, 1 suvaptnon f (x) = cot(x) eivon appyovoonpovin oe ke A , k € Z, (BAéne, [Ipotacn 1.3.4.).

Osopdvtag k =0, n cuvapmmon f(x)=cot(x), yo kdbe x € Ay = (0,77:) glvol opUQUOVOSTOVT Kot el
tov R, (BAéme, Opiopdg 1.5.13.), givan ot 1810t TEC TOL CmatovvTanl dote 1 cuvapton f(x) = cot(x) va
etvar 1-1 oto A,. Xvvenwg, odupovo pe tov Opwouod 1.2.8. opiletor m avtiotpoen ocvvdaptnon

f*: R—(0,x), xar am6 mv (1.2.1) propodpe va ypdyovpe:

f(y)=x€(0,7), yiakibe yeR < f(x)=cot(x) =y (1.5.4)
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Opopog 1.5.15. Eoto 1 1-1 cvvéptnon f :(O, n) — R, omov f(x)=-cot(x). H avtictpoen g f eivar
f*: R—(0,x), n onola ovopdletar 1650 ovvepamropévng kot copPoriletan pe arccot M cot ™. H

o061 OV GLVOEEL TIG 600 cuvapTNGEl; dtatvrdvetat otny (1.5.4), dnrady,

cot '(y)=x<cot(x)=y.

210 Tyfpa 1.21 pe pmhe ypduUa ovamapIGTAVETOL 1) YPOPIKT TOPEcTasH TS Cot L.

o mopddetypa, arccot(l) = cot (1) = % , arccot(0) = cot *(0) = % .

Hoepotypioceig 1.5.16.

i) Zto Iyfuo 1.21 oavomoplotdvetal HE UTAE YPOUN T YPOPIKY TOpAoTach TOEO GUVEQPATTOUEVNS
f(x) =arccot(x) =cot™(x), xe(—4,4), kar pe KOKKvO xpoOpa oxeddletar 1 ovTicTPOEY TNG
f71(x) = cot(x) . Zyedroopuévn pe popo ypdua sivor 1 evdeia Y = X, AEOVAC GUUPETPIOG TOV YPAPIKOV

TOPUCTACEDY TOV GUVUPTGEDV.

[apatnpriote 6tL 1 Ypagiky mapdotacn g | (X) =arccot(x) =cot™(X) omv meployn yopw omd To
unoév dev eivor ouvveyng, emewdn To 1010 ocvuPaivel Ko e TNV OVTIOCTPOPN OCLVAPTNON NG
f 1(x) = cot(x) .

ii) Hovvapmon f(x)=arccot(x)=cot™*(x), yia k40 x € R, eivar yvijoio pbivovsa, (PAéme, Tynua 1.21),
emewdny  f(x)=arccot(x) =cot™(X) opiotTnke ©C 1M OVIIGTPOPN GLVAPTNON TNG GUVEQOTTOUEVNG
OpIGUEVNG OTO (O,n), GUVETMG £YEL TNV 10100 LOVOTOVIOL LLE TN GLVAPTNOTN TNG GLVEQUTTOUEVG, (PAETeE,
IIpdtoom 1.3.6.).

4 : . r
f(){)=arcco‘[()()=c0t'1 (x)
Ayn
3 f™ (0)=cot(x)
y=X

y=f(x)

Tympa 1210 Ov ypagikéc mapoothoels 050 ovvepomtopévng T (X) =arccot(x) =cot ™t (X) ko epantopévng
f 1 (x) = cot(x) .
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Opwopog 1.5.17.

i) 'Eoto A= R—{kﬂ'—l—%, keZ}. H ocvvapmon f:A— R, ue f(x):%:sec(x) , ovoudletan
COS(X

ouvapTNo™ TERVOVGaG (secant) Tng Yoviag X € A.

ii) Eotwo A=R—{kr, k€Z}. H covapmon f:A—R, pe f(x):%:cosec(x), ovopdeton
SIN(X

oLVVapTNON GVVTERVOLVGAG (cosecant) TG yoviag X € A.

210 Xyfua 1.22 avoamopiotdvetor 1 YPOQIKN TOPACTOCN 1TNG TEUVOLCOG Ko oto Zynuo 1.23 g

GUVTEUVOLGOG,

Mopatnpiote 6T 6ta oot amelkovilovTol ol katakdOpLeeg gvbeieg, X = kn—i—E, X=kr, KEZ, mov

glval 01 «OCVUTTOTES TOV AVTIGTOY®OV YpaPiKdv Topaoctdoemv tov T (X) =sec(x),
KaBmG o1 cuvapTNoELS dgv opilovTal GTo AVTIGTOLO X, MGTOCO OVTH Eivol N AdLVOUIN TOV GYESUCTIKMOV

AOYIGUIK®V.

f(x)=sec(x)

15 .

10F

y=cos(x)

y=f(x)

-10

15 '
-6 -4

Tynpa 1.22: H ypagur] nopdotacn g cvvéptnong tépvovcag f (X) =sec(X) .

2

X
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f (x) = cosec(x),



f(x)=cosec(x)
15 T T . .

10+ 7

u y=sin(x) U

f(x)

y:

10+ ]

Tympe 1.23: H ypagikr] mopdotacn g cuvaptnong cuvtépvovcag T (X) =cosec(X).

1.5.18. TvmwoA6y10 TPLYOVOUETPIKAOV aPLOROY

Ytov Ilivaka 1.5.1 ovoagépovtor PEPIKEG amd TIG TPLYMVOUETPIKEG TOLTOTNTEG, Ol ONOiEg eivar daitepa
YPNOULEG OTN UEAETT) TOV TPLYMVOUETPIKMOV GUVOPTHOEMV.

Hivakag 1.5.1: Tpryovopetpikég tantdtnTeg

1. sin?(x) +cos®(x) =1
1+ tan®(x) = 1
2 ~ cos?(X)
3. sin?(x) = 1—cos(2x) c0s2(x) = 1+ cos(2x)
2 2
4, sin(2x) = 2sin(x) cos(X)
5. c0s(2x) = cos®(x) —sin?(x)=1—2sin’(x)= 2cos*(x) —1
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6. sin(x & y) = sin(x) cos(y) £ sin(y)cos(x)

cos(x =+ y) = cos(x)cos(y) F sin(x) cos(y)

1.
8. sin [E + x] = C0s(X) cos[E + x] = Fsin(x)
9. sin(z — x) =sin(x), sin(z 4 x) = —sin(x) sin(2kr + x)=sin(x), k€Z

10. | cos(w+tx)=—cos(x),  cos(2kr +x)=cos(x), keEZ

11. | tan(r—x)=—tan(x),  tan(z+x)=tan(x), tan(2kz + x)=tan(x), k €Z
12. | cot(z—x)=—cot(x),  cot(z+x)=cot(x), cot(2kr +x)=cot(x), keZ
13. sin(—x) = —sin(x) , cos(—x) = cos(x) , tan(—x) = —tan(x), cot(—x) = —cot(x)

2

cos(x) +cos(y) = 2(:03[)(Jr y]cos[x_ y]
1 sin(x)isin(y):2sin[xiy]cos[xzy] 2

o] XY | [ XY
cos(x) —cos(y) = Zsm[ > ]sm[ > ]

Ytov [ivaxa 1.5.2, mapovsialetar 1 Avon kdbe tpryovouetpikng eEicmong, 6mov X eival 1 dyveorn
yovio Kot @ 1 yvooT) T piog Yyoviag 6e aKTivia.

Hivaxag 1.5.2: Tpryovouetpikés eE1I60D0ELG

E€icmon Avon

sin(x) = sin(w) x=2kr+w M x=Qk+Dr—w, keZ
cos(x) = cos(w) x=2kr+w, keZ

tan(x) = tan(w) X=kr+w, keZ

cot(x) = cot(w) Xx=kr+w, keZ
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1.6. YrepPokéc cuvapTtioELs

v evotnrto opilovtal ot VTEPPOMKEC CLUVOPTNCELS, Ol OPIOHOL TV OoToiwV e£0pPTMVTIOL OO TNV €KOETIKN
cuovaptnon e*, UEAETOVTOL YOPOKTINPIOTIKEG 1810TNTEC Tovg Ko e&etdletan M Vmapén  avtiotpopwv
VIEPPOAKOV GLVAPTHGEMY GTO TESIO OPICUOD TV APYIKDOV GLVAPTHCEMVY 1) GE KATAAANAO DTOGHVOLO TOVL.
Ot vepPoMKEC GUVOPTNOEIS OVOUACTNKAY £T0l EQUTiOG TNG YEMUETPIKNG TOVG GYEONG UE TNV IGOCKEAN
vrepPorn x> —y> =1, (Bréne, Epappoyn 1.6.16, (i)).

Opwopog 1.6.1. H ocvovapmon f:R—R, pe f(x)= % , ovoudaletar cuvaptnorn vaepfoiikov
nuerévovu (hyperbolic sine) kot cvpforileton pe sinh, dnAadm,

X —X

sinh(x) = = _26 , XER. (1.6.1)

H ypagwn topdotacn g sinh avaropiotdveror oto Zynua 1.24.

y A

Tympe 1.24: H ypagur] mopdotacn g cuvaptnong veepPoikd nuitovo f (X) =sinh(x) .

Mopatnpiocsig 1.6.2.
e —e” . , . , ,
pundeviteton oto X =0, N ypapkn G mapdotacn SiEpyetan amd TV

i) H ovvéptnon sinh(x) =

apyn TV 0EOVOV.
IMopammpaovtag oto Zynuo 1.24 ocvumepaivovpe 011, M YpAQIK TOPACTOGT TNG OCLVAPTNONG

. e
sinh(x) = , Yo k@be X €R éxer kévipo ovppetpioag v apyf 0 tov a&bévov, Guvends, M

GLVAPTNOT EIVOL TEPITTY], TO OTOI0 OMOOEIKVOETOL Kol OAYEPPIKA, €mewdn Yo kKabe X € R umopodpe va

YpOWoLuE
—X —(—x) —X X X —X
. e " —e e " —e e —e .
sinh(—x) = = =— = —sinh(x),
(=x) > 5 5 (x)
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and 6mov mpokvmtel 0TL N Sinh emaAnbgdel v wwotta (1.2.4) Tov Opropod 1.2.15.

ii) Topoampovtag oto Zyfuoe 1.24 coumepoivoope 611, yioo kdBe x € R, n cvvaptnon sinh eivar yvicla
avéovaoa, (1 anddelén yivetar pe ™ pebodoroyia, mov mapovcialetol oto Kepdlato 5).

iii) Eredn sinh etvar yviowe avéovoa cupmepaivovpe 0t1, Sinhx eivor apgipovoonipoavin yu ke X € R,
(BAéme, TIpotacn 1.3.4.).

iv) H cuvéptmon sinh eivor cuvaptnon enitov R.
Ipdyuatt, yo doocpuévo y € R €yovpe

sinh(x) = y & &

—ye 2yt =0e(e) 2y ~1=0.
€

H tedevtoio s&icmon smldeton mg mpog e*. Enedn, A =4y* +4>0, égovus
2 2\/
g AYFAY AL L (1.6.2)

Amd v (1.6.2) mpokvmtet
x:ln(y+ y2+1), (1.6.3)

amd 6mov givar Pavepd 0Tt X € R, emedn n AoyaplOpkn cuvaptnon £xet coivoro Tuav R, (PAéne,
Opopédc 1.4.3, Zynua 1.11).
Inuewmote 0tl, 1 dAAn pila Tov TPLOVLLOL amoppinTeTAL, S10TL 0V LITOBECOVLE OTL LIAPYEL KoL 1| AAAN pila

o — 2y—2\/y2+1_y
e

y—y>+1>0=y>,y*+1>0, nov eivau dromo, (veevbvpiletar 611 y €R).
V) Xvvdvdalovrag tig Wrotnteg and (ii)-(iv) mapamdve cvumepaivovpe ot yia kdBe x € R, sinh(x) eivon 1-

y? +1, ypnowomotdviag & >0, pmopoVpe va ypiyouvpe
1, cvvendg cvpemvo pe v (1.2.1) opileton n avtictpopn cvvdptnon g sinh, n onoia datvrmveTon
61OV 0KkOA0VO0 OpPLGO.

Opopog 1.6.3. 'Eoto 1 1-1 cuvaptnon sinh:R — R, ue sinhx omv (1.6.1). H avtictpopn cvvdptnon
g sinh GUuBOMCSTm sinh™* 1 arcsinh, xou opieton amdé v (1.6.3) va eivon M cvvapon
sinh™: R—R,

sinh~1(x) = |n(x+ X +1), XER. (1.6.4)

1o Tyqua 1.25, 0 ypoeue mapdotacn g sinh ™" eivor pe pmhe ypdpa.
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f(x)=sinh™" (x)

— £ )=sinh(x)
NU—

f(x)

y:

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Tyine 1.25; Ovypagucé tapaostéoelg T (X) =sinh™(x) ka f*(X) =sinh(x)

Mopatnpiocsig 1.6.4.

i) 1o Iynuo 1.25 avamaplotévovial ot Ypagikés mapastdssls g cuvaptmong f(x)=sinh '(x) (ue pmhie
ypoOua), ypnoipomotdviag v (1.6.4) pe x €[—4,4], ka1 g avtictpoeng e, f *(x)=sinh(x), pe
KOKKIVO Ypdpo. Xyxedtacpuévn pe dtakekoppévn ypouun eivar n gubeia y = x, aovag cvppetpiog
TOV YPOUPIKOV TOPACTACEMY TMV TOPATAVED GUVAPTIGEDV.

ii) H ovvapton f(x)=sinh '(x), 7w k40s xR, sivon yviicto ovéovoa, (Préme, Tyfua 1.25), emeidn
sinh™* opiomke w¢ N avtiotpoen cvvaptnon ¢ Sinh, cuvendc ot Yo cuvaptioslc &xovv TV idia
uovotovia, (BAéne, IIpotaon 1.3.6.).

X —X

e’ +e

Opropog 1.6.5. H ouvdpmmon f:R —[1,+o0), ue f(x)= , ovopaletal cuvaptnon vaepPoikov

svvnutévovu (hyperbolic cosine) kon cvpfoiileton pe cosh, dniaodn,

cosh(x) = & ze , XER. (16.5)

H ypagwn napdotacn g cosh avamapiotdvetor 1o Zynua 1.26.
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=20 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.1 15 210
X

Tynpa 1.26: H ypague] nopdotact g cuvéptnong vreepPoikd cvvnuitovo f (X) =cosh(x).

Hopoatypioceig 1.6.6.

i) Topompodvtag oto Zynua 1.26 cvumepaivovpe 0T, N YPAPIKY TOPACTOCT TG cLVApTnong cosh pe
cosh(x) :%, Y kéBe xR, éxer dEova ocvppetpiog tov y'0y, cvvendg n cvvdptnon elvan
aptia, T0 omoio amodeIkvOETAL KO aAYEPPIKE, EMEON Yo KABe X € R umopovie va ypayove

e—x +e—(—x) _ e—x +e>< _ ex +e—><

cosh(—x) = = cosh(x),
(—x) 5 > ()
a6 670V TPOKVTTEL OTL 1] COsh emodnBevel v wotnTa. (1.2.3) Tov Opiopov 1.2.15.
ii) Eneidn; e* >0 eivor @ovepd Ot cosh(x):%>0. Yovendg 1o medio  Tipwmv g cosh  eivan

(0,4 00) , (BAéme, Zymua 1.26).

Emum\éov, emedn n ovvdptmon cosh eivar dptia kot 1 ypoeikn e mapdotaon téuvel tov déova y'0y
oto onueio A(0,1), cvpmepaivovpe 6Tt T0 cvvoro Tipnmv g cosh givor (0,1] 1M [1,+ oo) . Hapatnpdvrog
ot0 Xynuo 1.26 cvumepaivovpe 0t1, T0 cOVOro TwdV g cosh eivarl [1,+o0), (BAéne, otn cuvéysia
Iapatipnon 1.6.6 (Vi) ka1 Kepdiawo 5).

iii) [Mapampodviog oto Zynpo 1.26 cvumepaivovpe Ott, m cvvdapton cosh eivor yviocla @bivovsa 610
(—00,0], ko yviolo avéovoa [0,4+00), (N anddeldn yiveron pe tn pebodoroyia, mov mTopovoidletal 6To
KegpdAato 5).

iv) H cuvdptnon cosh dev eivar pio opgipovoonpavtn 6to medio opiopon g, enedn yio ke x € R oydet
cosh(x) = cosh(—x) wg¢ dptia cuvdptnon, emopuévag, N cosh dev eivar avtiotpéyiun oto R.

V) O mepropiopog g cosh, og kabéva omd ta dwotuata (—oo,0] 1 [0,+ 00), eivar apeuyovochpovn
GUVEPTNOT GTO aVTIOTOLKO OAoTNU, EMEWN O0TO KAOBe OdoTtnuo 1 cuvaptnon &ivor yviolo povotovn,
(BAéme, TTpotaon 1.3.4., Tapatiypnon 1.6.6. (iii) ).

vi) H cvvdpton cosh egivar cuvdpton eni tov [1,+00) .
pdaypati, yio docpévo Yy €[L,+00) avalnrovpe X € R, €010 OOTE

cosh(x) = y:#@(@)z —2ye* +1=0.
H tekevtoio eficoon emidetar o¢ mpog e*. Enedn, A=4y> —4>0, (y>1), vrdpyovv ddo pilec Tov
TOPATAVEO TPUOVOLOL,

44



2 —
ex+ :% Vylz y_|_ y2 _1 , (166)

Kot
o — ZY—ZF —y_Jy' -1 (1.6.7)
Emopévac, yio y >1, and tov Opiopd 1.4.3., v (1.4.3) xor v (1.6.6) cuvendyeton
x, =In{y+y* -1, (1.6.8)

evo omo v (1.4.3) xar v (1.6.7)
xf:ln(y—«/yz—l). (1.6.9)
Eneidn y>1 woydovv ot akdrovdeg aviomoels, /Yy’ —1>0=y+./y*—1>y>1, and omov (1.6.6)
yphoeton: € =y +4y* —1>1=e’. Emmhéov, 1 ekBetiki cuvapmon e eivor yvioio avéovoa, (PAéne,
Hopatpnon 1.4.2. (ii) ), cvvenig € >e’ = x, >0, dpa X, €[0,+00) .
Emm\éov, woyvpilopaote otL Y —/y> —1<1.
pypatt, av y—+y> —1>1=y—-1>,y* —1=(y—1)°>y* —1=y <1, nov sivan addvaro omd v
vobeon Y > 1. Tuvdvalovtag tov Topamdve woxvptopd pe v (1.6.7) éxovpe
e =y—\y*—1<1=¢’,

amd 6mov 1 povotovio g e* emtpénet va yphyovpe € <e’ = x <0= x_ € (—00,0].

Vvii) O meplopiopdg g cosh oto (—00,0] N oto [0,+00) eivaw ovvdptnon 1-1, enedn cosh eivan
OQUPLULOVOCTLOVTY Ko €7l Tov [1,+00) , (BAéne, [Tapatnpioelg 1.6.6 (V), (Vi)). Zuverdg, 6TO0 GUYKEKPIUEVO

nedio opiopov ooupova pe v (1.2.1) opiletor n avtictpoen cuvaptnon g cosh, 1 onoia datvTdVETOL
6TOV 0kOA0VO0 OpPLoO.

2 cvvéyeta o mepropiopdg g cosh oto [0,+ 0o) ovuPoiriCetan pe cosh, , kar o mepropiopodg 6to (—oo,0]

ue cosh_.

Opwopog 1.6.7.
i) ‘Eoton 1-1 ovvéptnon cosh, :[0,4-00) — [1,+00) . H avtictpopn cuvaptnon g cosh, cvpPoriletar

cosh ' 1 arccosh, o opiletan omd v (1.6.8) va givon  suvépmon cosh ™ :[1,+00) — [0,+00) , pe

cosh*(x) = In(x—l— X —1), X € [L+00) . (1.6.10)

ii) 'Eoto n 1-1 cvvéptnon cosh_ : (—oo,0] — [1,+00) . H avtictpoen cuvdptnon e cosh_ cvupolrileron
cosh™! 1 arccosh_ o opiCeton amd v (1.6.9) var ivor 1 suvépon cosh ' :[1, +00) — (—00,0], ue

cosh_'(x) = In(x—\/x2 —1), X €[, +00) . (1.6.11)

Tto Iyfuae 1.27, n ypagu mapdotoon g f(X) =cosh,'(X) &ivar to tpfpa ™G Kopmding pe prhe
yphuo kot g ovvapmong T (x) = cosh™'(x) eival To Tpipa TS KAPmOANG He PAdPO YPOLOL.
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f(x)

y:

Xyfqna 1.27:

f(x)

y:

Xyfqna 1.28:

f(x=cosh’! (x

f(x)=cosh™’ (x)

3 3.5 4

H ypagiky] Tapaotocn e aviicTpoeng cuveptnong veepBoAtkd cuvnuitovo f (X) =cosh™(X) .

4 y T ¥ T
% ¢
% i
2 L ““ ’."
\“‘ 3
-,
\\ /'
-1 ’.~t “."
1 f(x)=cosh’'(x) vnrnan nee=
-1 _
......... f~ (x)=cosh_(x)
f(x=cosh™ (x)

5 A

......... -1 (x)=cosh (x)

TI—— y:x
s
2+
-3 I ! ! ! : :

’3 P A 0 1 2 3
X
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O1 YpOQUKég TAPUSTAGELS TV GUVAPTHGEDV COSh;l(X) ,

cosh*(x), cosh, (X) ke cosh_(X)



Mopatnpiocsig 1.6.8.

i) 10 Zyfuo 1.28 moapovoiGloviol ot YpoeIKéS mapacTAGES TMV VTEPPOMKOV GUVAPTHGEDY GUVILTOVOD
ov avagépovtar atov Opioud 1.6.7. H kaumdAn pe t ovveyn yPOUUN OVTIGTOWEL 6TV OvVTIGTPOPN
ouvaptnon vVrEPPOAKod GLUVNUITOVOL KOl 1) KOUTOAN HE TN OOKEKOUUEVT VPO OTN GLVAPTNON
vEPPOALKOD GLUVNULTOVOUL.

To HEPOG TNG KAUTUANG LE UTAE YPDUOL KO GUVEYT YPOLUT OTOTEAEL TN YPOPIKY TOpAoTAGT TNG COShjr1 ,
eve pe dtokekoppévn ypopun (dash) m ypagn mapdotacn g cosh, .

To HéEPOG TNG KAUTOANG He HodpO YPOUO KoL GUVEYN YPOUU OTOTEAEL TN YPAPIKY TAPACTACT THG
cosh™, evd pe Srakexoppévn ypopuun (dash) m ypagikn napdotoaon g cosh .

Yyeowopuévn pe KOKKIvo ypopa eivar mn evbeia y=x, GEovoc CLUUETPIOS TOV YPOUPIK®OV
TOPACTACEDV TV TAPATAV® GLUVOPTIGEDV.

i) ¥t0 [1,+o00), M ovvaptnon COShl1 givar yviiow avéovoo, (PAéme, Zynuo 1.28), emewdn cosh, oto
[0,+00) givan yviowa abéovoa, (PAéne, TTapatipnon 1.6.6 (iii) ko [Tpdtacn 1.3.6.).

Avéhoyo, 1 suvéptnon cosh™ eivar yviicia Bivovoa, (BAéme, Zyfpa 1.28), emedy cosh_ 610 (—00,0]
elvar yviola ebivovasa.

X —X

sinh(x) e —e
cosh(x) e*+e*’
vrepfoirkic epamtopévng (hyperbolic tangent) kon cupporiCetan pe tanh , Sniadn,

Opwopog 1.6.9. H covapmon f:R — (=11, pe f(x)= ovopdletar cuvéptnon

e —e "

tanh(x):% XER. (1.6.12)
€

—x !

H ypogikf ntapdotoon e tanh avoroapiotdvetal oto Zynuo 1.29.

¥ 1.0‘-‘

et

08T

l47

02T

Tynpo 1.29: H ypogikh tapdotacn g cuvéptnong vrepPorikh epartopévy T (X) = tanh(x).
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Mopatnpiocsig 1.6.10.
e’ —e”?
e’ +e

— =0, ovvenadg, N ypagur mapdotacn mg tanh

i) Amo v (1.6.12) givar pavepd 6t tanh(0) =

Siépyetor amd v apyn TV aEOVOV.

X —X

, . . e —€ . . . .
H ypagwr mapdotacn g cvvdptnong tanh(x) :? , Yo k@Be X € R, €xel kévipo ovpupeTpiog
e e

mv apyn 0 tov a&oévev, (PAére, Zynua 1.29, Eeoappoyn 1.6.16 (viii)), cvvende, n cuvaptnon eivat
TEPLTTN.
ii) opoanpovtag oto Zynqua 1.29 cvumepaivovue Ot1, yioa kdbe x € R,  cvvaptnon tanh eivar yvhola
avéovaoa, (1 anddelén yivetar pe ™ pebodoroyia, mov mapovcidletol oto Kepdlaio 5).
iii) Eredn tanh eivor yviowo avéovca cvumepaivovpe 011, tanh eivol apeipovooniuavin yio kibe X € R,
(BAéme, TIpotacn 1.3.4.).
iv) H cuvaptmon tanh sivatr cuvaptnon eni tov (—1,1) . Ipdypott, and v (1.6.12) £yovue

X —X 2X

ef—e —
=tanh(x)=——— & y= s yle*+1)—e* +1=0,
y=tanh(x) = S e y = e y (e 4
omd OTOL TPOKVITEL
e Y (1.6.13)
1-y

Eneidn €™ >0, oty (1.6.13) mpénet vo 1oy0et 1+ YS0= ye(=11).

Apa, 10 chvoro Tipdv ¢ tanh givon (—1,1).
Emumdéov, cuvévalovtog tov Opiopd 1.4.3., v (1.4.3) xar v (1.6.13) pmopovpe vo ypdyovpe

x:lln[H—y] , (1.6.14)
2 |1-y

amd omov gival eavepd OtL X € R, enedn 1 AoyapBpky cuvdptnon €xet GLVOAO

Twov 10 R, (BAéme, Opopos 1.4.3, Zynpa 1.11).

V) Zvvdvalovtag tig Wotnteg amod (iii)-(iv) mopandve cvumepaivovpe oti, yia kdbe x € R, tanh eivon 1-1,
ovvenmg ovppava pe v (1.2.1) opileton  avtictpoen cuvdptmon g tanh, 1 onoia datvamdveTol GTOV
akolovbo opioud.

Opopog 1.6.11. 'Eoto n 1-1 ovvdptnon tanh: R — (—1,1) , pe tanh(x) 6mwg omv (1.6.12). H avtictpoen
g tanh ovpPoriletar tanh™' W arctanh, xot opiletoan amd v (1.6.14) va eivor M ocvvdptnon
tanh™': (-11) - R, pe

tanh *(x) = %In [le.—i—_x] , Y kéfe x € (—1,1) . (1.6.15)
X

210 Tyqua 1.30, n ypagikh mapdotoon T tanh ™ givon pe pmhe ypdpo.
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f(x)=tanh'1x
-1 (x)=tanhx

y=f(x)

-4 1 L |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Tyina 1.30: Ovypagucég tapaotaoelg T (X) =tanh™(x) xon f (X) = tanh(x)

Hoepatypiocsig 1.6.12.
i) Ot ypoa@ikéc mopucTdoels TV LIEPPOMKOV CUVAPTNCEMY EQUTTOUEVIG, TOL OvaPEPOVTIOL 6Tov Oplouod

1.6.11 avomapiotdvovtol oto Tynpoe 1.30. H kapumOAn pe pmke ypdpo omotedel T YpoQiky tapdotacn
mg tanh™, ypnowonoidvtag ™y (1.6.15), evd N KOUTOAN He KOKKIVO YPDUO. OMOTEAEL TN YPOUQIKY
noapdotaon g tanh.
Yyeotaopuévn pe Swokekoppévn ypouun etvon n evbeio y =x, dEovag cuppeTpiag TV YpoapiK®V
TOPACTACEDV TOV 000 VITEPPOMKDOV GUVOPTNCEDY EPATTOUEVNG,

ii) H cuvépmon f(x)=tanh *(x), ywa k6Be x € (—1,1), givan yviowa avéovooa, (PAére, Zynmua 1.30), enedn
tanh™! opiotnke ¢ M avticTpoen cvvapmon g tanh, cuvendg ot dV0 GuUVOPTAGELS €xovy THV dial
povotovia, (BAéne, [Tpotaon 1.3.6.).

~cosh(x) e*+e”

sinh(x) e‘—e™’
ovouaetar ovvaptnon vasppoirkng cvvepanropévig (hyperbolic cotangent) kot coppolrileton pe coth,
oniaon,

Opwopog 1.6.13. H ovvipmon f:R—{0}— (—oco,—)U@,+0), ue f(X)

e 4e*

coth(x) = = xe R —{0}. (1.6.16)

—_e* !

H ypagwn topdotacn g tanh avamapiotaveton oto Zynuo 1.31.

49



G
4..
2..
+ +i—
0.5 1.0 1.5 20
X

Tympe 1.31: H ypagwr] mopdotacn tng cuvaptnong vaepPfoicr cuvepantopévn f (X) = coth(x)

Hoepatypiocsig 1.6.14.
i) Zuvdvalovtog Tov opiopd TV VEEPBOMKOV GUVAPTHCEMY TNG EQATTOUEVIG KOL TIG CUVEPATTOUEVTG OO
tovg (1.6.12) kau (1.6.16) mpoxvmtet 611 yio ke X € R —{0} 1oydet
tanh(x)-coth(x) ==& *€ 4
e +e e —¢€
i) H ypoagin mopdotaocn g cvuvaptnong coth(x) = (3;1—_{X , Y kabe x € R —{0}, €xer kévipo coppetpiog
e —e

mv apyn 0 tov afoévev, (BAéne, Zynua 1.31, Eeopuoyn 1.6.16 (viii)), cvvenmdg, 1 cvvdpinon eivaol
TEPLTTY).
iii) IMopoammpovrag oto Zynua 1.31 cvpnepaivovue o1, yio kabe X € R —{0}, n cvvéptnon coth givar yvrcla
@Oivovoa, (n amddeiEn yiveton pe t pebodoroyia, Tov tapovoidletar oto Kepdiato 5).
iv) Exeidn coth eivoan yviowe @Bivovoa cvumepaivovpe oOti, coth vl ouguovoonpovty yio kKabe
x € R —{0}, (BAéne, [Tpotaon 1.3.4.).
V) H cvvéptnon coth eivoun cuvéptnon eni tov R —[—1,1].
pdypati, yuo ke x € R —{0}, and tanh(x)-coth(x) =1eivar pavepd 6t tanh(x) = 0, omdte pmopodpe
VoL YPOYOLLLE
1
tanh(x)
Emniéov, odupova ue tov Opiopd 1.6.9 xor v Iapatipnon 1.6.10 (iv) wyder tanh(x) € (—1,1),
dnAadn, —1<tanh(x) <0, 0<tanh(x)<1, (tanh(x)=0).
Xpnouonoidvrog (1.6.17) otig 600 avic®GELS TaipvOLUE:

coth(x) =

(1.6.17)

. —1<tanh(x)<0:>—1>t i = coth(x) < —1, dnradn, coth(x) € (—oo,—1)
an

()
>1= coth(x) >1, dnradn, coth(x) € (1, +o0)

e O<tanh(x)<1l=
tanh(x)

Yovendg, To cHvoAo Tuadv g coth eivor (—oo,—1)U (L, +o0) =R —[-11].
Amb v (1.6.16) éxovue
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y = coth(X) :%@ y= EZX LD y(e™ —1)—e” -1=0,
e —e e —1
omd OTOL TPOKVITEL
e Y (1.6.18)
y—1
Emundéov, cuvévalovtog tov Opioud 1.4.3., tv (1.4.3) kar v (1.6.18) pmopovue vo ypdyovue
X = 1|n[y—+1] , (1.6.19)
2 |(y-1

and 6mov givon avepd 61t x € R —{0}, emedn n AoyoapiBuikn cuvaptnon £xet GUVOAO T®V T0 R,

Ko y+i =1.
y—1
vi) Zuvvdvalovtog Tig 11otnteg and (iv)-(V) mapandve cvprepaivovpe 0t yio kabe x € R —{0}, coth sivon
1-1, cvvenmg ovppova ue v (1.2.1) opiletar  aviictpoen cvvdptnon tng coth , i omoio datvamdvETOL
o6TovV 0KOAOVOO OPIGLO.

Opwopég 1.6.15. 'Eoto n 1-1 ovvéptnon coth:R —{0} — (—oo,—1)U(L,+o0), pe coth(x) omwg otmv
(1.6.16). H avtictpoen ¢ coth cvpforiletan coth ' 7 arccoth, xon opiletar amd v (1.6.19) va sivan
n cuvépmon coth ' : (—oo,—1) U (L + cc) — R —{0}, pe

Xx+1

cothl(x):%m[ 1],71(1 K60e [X|>1. (1.6.20)
X_

1o Tynuo 1.32, N ypagiky mapdotacn g coth ' oyediletar pe umhe xpodpo Kot amoteleitar omd SVo
TUAUOTO OVOAOYO UE TO TTESIO OPIOUOV TNG CLVAPTNONG. XTO 1010 GYNU 1 YPOUQIKT Topdotacn thg coth
ovomoplotévetal pe KOKKIVO ypopa, kabmg kot m evbela Yy =X, mov elvar o dEovag ocvppetpiog tov

YPOPTUATOV TOV TOPATAVED GUVUPTGEDV.
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6 :
f(x)=coth™'x
1 (x)=coth
4 f(x)=coth™'x
1 (x)=coth
_____________ y=x

y=f(x)

Tyina 1.32: Ovypagiké tapaoctaoelg (X) = coth ™ (x) ko f'(X) = coth(x)

Egappoyn 1.6.16.

INa kéBe x € R 1oyvovv ot akdrovbeg TawTdTTES :
i) cosh?(x)—sinh?(x) =1

i) sinh®(x) 4 cosh?(x) = cosh(2x)

iii) 2sinh(x)-cosh(x) = sinh(2x)

iv) coshz(x):w, sinhz(x)zw
v) cosh(x) +sinh(x) =e€*, cosh(x)—sinh(x)=¢"*
| SR

vi) 1—tanh (X)_COShZ(X)

vii) tanh(x)-coth(x) =1
viii) sinh(—x) = —sinh(x), cosh(—x) = cosh(x) , tanh(—x) = —tanh(x), coth(—x) = —coth(x)

Amooeiin: Olec o1 TOVTOTNTEG OAMOOEIKVOOVTIOL YPNOLOTOIMVTOG TOVG OPICHOVG TV LTEPPBOAMKOV
oLVVAPTHCEMY. AVaALTIKOTEPOL:
i) Amo v (1.6.1) xou (1.6.5) éyovpe:

e~ +e—x ]2 _[ex _eX ]2 B er +2+e—2x B e2x _2+e—2x 4
2 2 B

coshz(x)—Sinhz(X)Z[ 4 4
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Edd, av Bewpnoovpe v aviikatdotoon X =cosh(x), Y =sinh(x), tote n mopomdveo tavtdta givae 1
g€icmon ™G 16ookelovg vepPoric X2 —Y? =1, dnhady kabdg x e R, 10 onueio (X,Y) Tov emmédov
x'0y Swtpéyel kGmowov kKAGdo g vmepPoric X2 —Y? =1, (Poooidg, 2014). Ze avtqv v 16T TaL
OPEIAETOL O YOPAKTNPIGUOG TOV GLUVOPTNOEMY MG «VTEPPOAMKES). To GALO GUVIETIKO TNG OVOGIioG TV
GUVAPTHCEMY GUVOETOL [IE TNV OVOLOGIO TOV TPLYMVOUETPIKMOV GLUVOPTNCE®YV, ENELON 10Y(DOVY TUTOL TOV

«Bopifovv Tprymvouetpikéc tovtdTnTeey, (PAéne kor odykpive, 1.5.18 Tvmoloyo, Eeoapuoyn 1.6.16 (ii),
(i), (vi), (vii), Opiopog 1.6.9, Opiopog 1.6.13).

i) Amo v (1.6.1) xou (1.6.5) éyovpe:

X —x)? X A—X 2 2X —2X 2X —2X
cosh2(x)+sinh2(x):[e *26 ]+[e 2e ]:2e +4e _¢ +2e — cosh(2x)

iii) Avtikabiotdvrag sinh(x), cosh(x) o6 tig (1.6.1) ko (1.6.5), avtictoya, £xovpe:

X

_e—x ex +e—x - eZX _e—2x
2 2

iv) H tpam towtdmra npoxidmtet dueoa mpochétovtog tig 1o0tnteg otig (i) ko (ii), evd 1 dedtepn mpokvmTel
uetd amd v apaipeon (i) ko (ii).

2sinh(x)- cosh(x) = 25

=sinh(2x)

V) TIpoxvmtetl petd and aviikatdotacn sinh(x), cosh(x) amd tig (1.6.1) ko (1.6.5), avtictorya.

vi) Atoapédvtog v (i) pe cosh?(x) ko epapuéloviac tov opiopd g vepPorkng epamtopéve, (BAéme,
Opiopog 1.6.9) mapdyeton dpeca n 1cOTNTO.

H ocvvapmon f(x)=

ovoualetoar vaeppoiucny tépvovsa (hyperbolic secant) kot cupfoAileton

1
cosh(x)

pe sech.

vii) H omodeién ompileton otov opiopd tov avtictoyov vrepPoiikmdv cvvaptioenv (Opiopog 1.6.9,
Opopdc 1.6.13, avtiotoryn) kot diveton otny Iopotinpnon 1.6.14 (i).
viii) Ene1dn), yio kGbe x € R, amd v (1.6.1) éyovpe:
—X —(=x) —X X X —X
. e " —e e " —e e —e .
sinh(—x) = = =— = —sinh(x
(=x) > 5 5 (x)

Mo kabe x € R, and v (1.6.5) érovpe:

—X —(—x) —X X X —X
Cosh(—x):e te _E ve _Ee+€ = cosh(x)
2 2 2
A76 T1g mopoamdve 1010tnTeS Kot tov Opiopog 1.6.9 éyovpe:
sinh(=x) _ —sinh(x) _ sinh(x)
cosh(—x)  cosh(x) cosh(x)

tanh(—x) =

—tanh(x)

Amd T1¢ Topomave 1010tTteg Twv cosh(x), sinh(x) kat tov Opiopd 1.6.13, égovpe:

cosh(—x) _ cosh(x) _  cosh(x) _
sinh(—=x) —sinh(x)  sinh(x)

coth(—x) = —coth(x)

A6 v 1010TNTe cvUTEPaivovpe 6Tl ol cuvaptioelg Sinh, tanh kot coth eivon mepittéc, evad m cosh
givau Gptio, (BAéne, Mapatnpioeig 1.6.2 (i), 1.6.10 (ii), 1.6.14 (ii) xor 1.6.6 (i), avtictouya). 00
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1.7. IlIpaypnotikéS GLUVUPTNGELS GE TPOYPOUNATICTIKO TEPPaILoV

IIpoxeévov va vmoloyicovpe poOnuatikd M apBuntikd peyédn, va avamroovpe oiyopiBuovg, vo
LOVTEAOTOU|COVLE, VO OVOTOPUGTCOVUE, VO OVOADCGOVUE KOl VO OTTIKOTOU|COVLE OEOOUEVA, 1| OKOUT VO
VAOTOMGOVHE  ETOWOVG  oAyopifuovg, pmopolUe Vva  YPNOUOTOU|COVUE  HOONUATIKA  AOYIGLUKA,
(Kopaumetaxng, Kopoumetdxng, Ztopoatdkng & Youpodmoviog, 2004; Maxima). O ovayvodome, o évo
gpyodeio voPondnong ot LEAETN TOV, UTOPEL VO YPNCIUOTOMGEL TO TPOYPOUUATIOTIKO TepBaiiov Octave.
To Octave givoun évog eAedBepoc KADOVOG avOIKTOD KOOKE, TOV EUTOPIKOD Aoytoukov/apoypaupotog Matlab
kot eivor Sobéoipwo omd to Siktvaxd tomo (GNU Octave). ‘Evog odnydc ypnong v 1o mepifdilov
npoypapuaticpod Matlab, uropel va Bpebei (Moler, 2010; Tempyiov & Zevoemvtog, 2007; Tamayswpyiov,
Toitovpag, & Dapéing, 2004; Ztepaviong, 2014; Movoac, 2010; Odnyog Xpnong Matlab).

H ocvvdptnon f g npaypotikhg ave&dptmg petafintig x opileton oty Matlab/Octave ypnoyomoidvrog
116 eviorég Inline kow vectorize. H ouvioén tov eviohdv opiletor og axorovdwe.

ovtoén evioaic: inline ('tUnoc ouvdpinong')

! inline (vectorize ('tUnog ouvéptnong'))

Emumiéov vrdpyet dvvatdtnte va vroroyiclel n tyuq g f v pio cvykekpyévn tiuf g ave&aptnng
peTAPANTAG X KoAmvtog T cvvaptnon (He To dvoud tng) kot otn 0éon tng UeTafANTg ONUEIDVETOL 1|
emBount) TN Yo T LETAPANTO.

1
TNo mapdderyua, otn ovvéyeia opiletar n cuvaptnon f(x) = 1 kot vroroyileton n Ty f(—1)

X3

ue N xpnon g eviodng inline.
f = inline(CC1l/(x*3-1)")

A6 TV EKTEAEDT] TNG TAPOTAV®O EVIOANG TPOKVITEL 1| ATAVTNON:

Inline function:
f(x) = 1/(x"3-1)

21M cLVEYELD, amd TNV EKTELEGT] TNG EVTOANG
LIGY)

TPOKVITEL 1] OMAVTNON:

-0.5000

Emumiéov, pmopovpe va ypayoupe :
T = inline(vectorize("1/(x"3-1)"))
AT TV EKTEAEGT TNG TOPATAV®D EVTOANC TPOKVTTEL 1] ATAVTNON|:

Inline function:
f(x) = 1./(x-"3-1)
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211 GLUVEXELN, OO TNV EKTEAECT) TNG EVIOANG
LIGY)
TPOKVITEL 1] OMAVTNON:

-0.5000
00

1.7.1 ZopPorkég eviorég

H viomoinon aAyePpikdv TopacTACE®V 1| GUVAPTAGE®DY, OMAMSY, ol TPA&elg petald petafAnTmv
yivetor pe 1 Pondsia copforkdv peTapintdv, otig onoieg dev ypelaletor va £yovpe skywpnoel tun. H
oMAwon piog M meplocoTéEPOV UETAPANTOV X,Y,S,8,... YiveETOl UE Tn OLUPOAIKT €VIOAN SYMS KOl TOLG
YOPOKTNPES TOV UETAPANTOV MG akoA0VO®G.

syms X y s a

H evioln syms eivan dwaBéoun oto Aoyiopkd Matlab pe to Symbolic Math Toolbox (Symbolic Math
Toolbox) kor Octave pe to Symbolic package (Octave-Forge - Extra packages for GNU Octave).

Ot emdpeveg evtoAég sivar ToAD yprolues, KaBdg VAOTOOVY YVOOTEG oG EVVOLEC G Wi alyeBpikn
napdotacn/cvvaptnon F, 6nmg eivor 1 akyefpixn Tiun, T0 avamTTULYUA, 1| OTAOTOINGT, | TAPAYOVTOTOINGN, 1|
pNTN LOPON 01 0ToieC TaPoLGLALOVTOL GTOV ETOUEVO TIVOKAL.

VTIKATAGTOOT TG GUUPOAKNG HeTaPANTAG X e TNV &, 6oV & Umopel va givor pia véa

cuppoikn petafinti M aplOuog

subs(f,x,a) | avuikotdotaon oty mapdotacn f g cvpBorikng petaPfAntic X pe Tqv a, 6mov a
umopel va gtvar pio véo oupfolikn petafinti mov o avTiKaTasToEL T X 1 av gival
opOuNTIKn Ty, vroAoyilel TV T TS AAYERPIKNG TAPAGTACTG Yoo X= 8, onAodn,
f(a)

eval (@) ov a etvar optOunTKn T omoONKEVETAL LLE OVTHY TN LOPON

expand(f) avamroypo g f

factor(f) noapoyovronoinon g f

simplify(f) | anhomoinon g f

pretty(f) pnT popor} g

subs(x,a)

INo Topddetypa, ot cvvéyela opiletal n ovvdptnon f(X) = , vroAoyilovrtatl ot twég  f(—1) won f(0)

X3

, Topayovtomoteiton 1 T, ko divetan n prTi LOPPT| TNE TOPOYOVTOTOINGNG, YPAPOVTAG:

syms X
f=1/(x"3 — 1);

fl = subs(f,x,-1)
2 = subs(f,x,0)
ff = factor(f)
pretty(ff)

A6 TNV EKTEAEST] TOV TOPATAV®O EVTOADY TPOKDTTOLY Ol OTOVTNCELG:
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f1 = -0.5000

2 = -1
ff = 1/((x - 1)*(x*2 + x + 1))
1

(X=D(X* +x+1)

> H olOvBeon d0o cuvopticewv f, g, vmoloyiletor pe v €vtodn; COMPOSE Kot T1 GLHPOAKN

EVTOAN SYMS Y10 vo SNA®BET 1 aveEaptnTN HETAPANT X TV cuvapThice®mv. Ot evioAég eivar dlabéaipeg oto
Aoylopkd Matlab pe to Symbolic Math Toolbox (Symbolic Math Toolbox) kor Octave pe to Symbolic
package (Octave-Forge - Extra packages for GNU Octave).

Mo tov vroloyopd g ovvleong fog dvo cuvapticewv f, g, n eviod] cOmpose d&yetal oG
€10000VC;

- 11c ovvaptioes T kot g.
— Vv ave&dptnn petafanty X.

Yovtaén eviodic: compose(F,g, %)

"Exel onpocio 1 og1pd Katoy®pnong TV GuVOPTHCE®Y oty Compose, npota f kol petd g vmoloyiletan
n fog, ue dwnpopetiky cepd kataym®pnong vroroyiletoaun go f .

I'a mapadetypa, Beopdvtag Tic cuvaptioels f(X)=2x—1 ko g(X) = x> +3x—1, mov 360nkav 610
Iopdderypa 1.2.7 (iv), ya tov vmoroyiopd g cvvdptnong fog, mov otn cvvéyewo ovopdleton Fog,
UTOPOVLE VO YPAWYOVLLE:

syms X

= 2*x-1;
g = xX"2+3*x-1;
fog = compose(f,q)

ATO TV EKTEAECT] TOV TTAPOTAVEO EVIOADY TPOKDITEL 1] ATAVTNON:
fog = 2*x"2+6*x-3

Av ypelalotav va vroloyicovpe v g o f , n onoia otn cvvéyeln ovopdaletar got, Oa ypaeape:
syms X

2*x-1;

XN2+3*x-1;
= compose(g,T)

=h Il Il

T
g
go
ATO TV EKTEAECT] TOV TAPOTAVEO EVIOADY TPOKDITEL 1] ATAVTNON:
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gof = 6*x+(2*x-1)"2-4

Extehdvtag v evioln
gof = expand(gof)

Taipvovpe TV avantuén g ovvoetng cvvaptong goF g
gof = 4*x"N2+2*x-3

Téhog, yio tov voloyioud g f o T, 1 omoia ot cvvéyeia ovoudaleton FoF, Oa ypdpope:
syms X

2*x-1;

f =
fof = compose(f,T)

ATO TNV EKTEAECT] TOV TAPOTAVO EVIOADY TPOKLITEL 1] ATAVTNON:

fof = 4*x - 3

Ta anotedéopata tov cuvbéceowv Fog, gof, ka Fof, mov mpoxvmtovv pe ) ypnon Matlab/ Octave,
TpoPavmg tavtilovrol e ta avtictorya Oewpntikd amotedéspata tov [Mapadeiypatog 1.2.7 (iv). 00

> H avtictpopn ocvvaptnon piog cvvaptnong vmoroyiletaw pe v eviody Finverse kot
GUUPOAIKN EVTOAN SYMS, e TNV omoia OnAdvetal 1 ave&aptntn petafinmm X.

T Tov vwoAoyiopod g avtioTpoeng cvvdptnong f , n eviodn Finverse déyeton og eicodo:

- 1 ovvdptnon F.
— Vv ave&dptnn petafanty X.

Yovtaén eviodng: Finverse(f,x)

H egvtoln Finverse eivou dwwbéoun uovo oto Aoyiopukod Matlab pe to Symbolic Math Toolbox (Symbolic
Math Toolbox) dev eivan dobéoun og Octave.

Mo Topaderypa, Yo va vTOAOYIGOVHE TNV avTioTpoen cuvaptnomn g 1-1 cuvapmong f R >R pe
f (x) = x%, umopove v ypayouLe:
syms X
T = x"3;
finv = finverse(f,x)
A6 TNV EKTEAEST] TOV TOPATAVEO EVTOADY TPOKVTTEL 1] ATAVINGT):

finv = x™(1/3) finverse(x*3) i1s not unique.

A76 10 pivopa katodofaivovpe 0T 1) avTicTpoEn cuvapTnoT eV eival LOVOSTKY. 00
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1.7.2 T'pag@u) mapaotaon covaptnong piog petopfintig

Mia cvvaptmon f pe medio opiopod to Siotpa X, X,] opiletor ypnoyomordvtag dvo SavdcoTe, TOV

glvan wivakeg-ypapun, og akolodmg:

e £V0 OLGVLCUO-YPOUUR Yo TV aveEAPTNTY LETAPANTH X: TO dtdvuo e opileTorl va EYEL G QPYIKT TY, TNV
apykn Ty Tov mediov opropov g f, MAadn mv X, Kot @g TEMKN T VoL €XEL TNV TEAIKT| T TOV
nediov opwopov g f, Mmradn ™mv X,. Ot evddpeceg TWWEG TOL SOVOCHATOG €ivOl Ol TWES TTOV

X =%

dnuovpyodvtol and Tn SOUEPIST TOL SCTAHATOS [X, X,] OE VTOJIOCTNUATO , TOL TO KOOEVA

X —_
vrodidotnua éxet piKkog ico pe to BApa K etvon [x ,,X.] , 6mov X, =X +n—2 " a , n=12,...k , ue

X, = X, , Ko
e éva olvvopa-ypopun ywoo v e€optmuévn petafinm f(X): 1o ddvoopo €xer TEG TIG TWEG NG

X, — X
GUVEPTNONG Yo X = X, , OOV X, =x1+n%, n=012,...k.

Eivow mpopavég 6t yioo va eival 6otd opiopévr pio GuvapTnoT, TPETEL TO PNKOG TOL OLOVOGLOTOS TNG
aveEAPTNTNG HeTaPANTNC Vo elval 160 He TO UKo TOL dovOGHOTOG TNG EEAPTNIEVNG LETAPANTNAC.
Edm yperaletor va oyolidicovpe Ot :

X =X

e 10 Tedio opiopob dopeitor o 70 TAN00G LKPA 1IGOUNKT VTOSIOGTILLOTO LE T YP1OT TOL PLOTOC

k.
e [o va &ovv vomua ot mpa&elg TOAAATANCIOGHOD, JUVAUE®Y Kol Owipeong HeTa&d TV TWHOV TOv
dlovhopaTog X ypnoiponoteitat 1) teheio mpv 10 cVupPoro Kabe Tpdéng, onAadn], onuelidvetar ¥, A, /.

TNo topddetypa, av 1 aveEaptntn petafint éyel medio opiopov [-1,1] ot frue k =0.5, ypagovtag

X = -1:0.5:1

eupaviCeTor £va SIVUGHOL e TIEG
X = -1.0000 -0.5000 0 0.5000 1.0000

H cvvapmon f(X)=x>—2x+1, ue x€ [—1, 1] kot k =0.5 pmopei va opiotet:

-1:0.5:1
X.N2-2*x+1

X
T
01 TIEG TNG SLVAPTNONG ERPavICovTol g Evay Tivaka MG aKoAoVOmS:

f = 4.0000 2.2500 1.0000 0.2500 0

Ot gvtoAég mov mapovolalovTol GTOV EMOUEVO TIvaKd, €lval YPNOLLEG KATA TO OYESWICUO 1TNG
YPaQIKAG Topdotaong piog cvvapmong f ulag mpoaypoatikig aveEdptning uetapintig X. Ta datetoyuéva
onueia kabe ypapikng topdotacns eivar amodnkevpéva og 1oopnkn davoopata X kot f . Emmiéov, oo id1o
TPABLPO YPOPIKMOY UTOPOVV VO, TOPOLGLALOVTOL TEPICCOTEPES GO Uio YPOPIKES TOPACTAGELS (YPAPIKES
TOPACTAGELS TOV cuvaptioewy ¢, h) 1 k4B mapdbvpo va ywpiletar o vronapdbvpa kot 6to Kabéva va
TOPOLGIALETOL i YPOPIKT TOPACTAC.
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plot(x,F) n svrok)‘l xpnqtuonomimt v my KOTOOKELN me
YPOQIKNG TapacToonS TG cuvaptnong f  piog
TPOYUOTIKNG aveEAPTNTNG LETAPANTAG X

subplot(m,n,p) 1 EVIOAN EMTPENEL TO GYESOOUO TOV YPAPIKDV
TOPOCTAGEDY MN GUVAPTAGEWDY, Y1 0VTO YWPileL TO
Topabupo YpapiK®v 6e M X N vromapdBupa kot
TomoBeTel TNV EMOLEVN YPOUPIKY TOPACTAGT GTO -
vromapadvpo.

hold on PN OULOTOLELTOL Y10, VO «KKPOTOEL-TAYDCEL TO
TOPABVPO YPAPIKDV LE TIG VTAPYOVCEG OYEONGUEVES
YPOPIKES TAPUCTACELG KOl VO OEKTEL EMTPOchHETOL KOl VEQ
YPOQIKN TopdoTacn piog véac suvaptnong, Jd .

axis equal tantilel o pikn Tov a&évov X'0X kar y'0y

axis([xmin xmax ymin ymax]) opilel unkn otovg GEoveg X'0X ko y'0y

xlabel (“..”) glodyel titho otov GEova X'0X

ylabel (*..”) g10dyeL Titho atov d&ova y'0y

legend(“..”) EICAYEL DITOUVILLOL Y10 TIC YPAPIKEG TOPACTAGELS TOV
mapabvpov

title("..7) €160yel TiTAO 670 TOPAbvpo

grid on enpavilel ypappéc mAéypatog 6to mapduvpo

FVYKEKPLUEVA, Y10 TO OYESLUCHO TG YPOPIKNG TapdoTacng TG cvvdptnong f , amoitovvron :

- 10 medio opiopov [X1, x2] g ovvapmmong T, opiopévo wg divuoua
- 10 PAua K, pe 1o omoio O yiver n Srapépion tov [x1, x2]
- movvaptnon f.

Yovraén eviodng: plot(x,T)

X
I'a mapdaderypa, oto Zyua 1.8.(a) yro va avomopactadel n ypagiky napdotaon g f(X)=—; 1 ue
X"+
X €[—4,4], xou ppa k =0.01, yperdotnkay ot axOA0V0eg EVTOAEC:

X=-4:0.01:4;
f=(x.-"3)./(x."2+1);
plot(x,T);

xlabel ("x");

ylabel ("y");
legend("F(X)=x"3/(x"2+1)");

Xe éva mapdfopo YpoPK®V Yo Vo GXESOCTOOV Ol YPOQPIKEG TOPUCTAGEI; OVO 1| TEPICCOTEPMOV
ovvoptioemv ypnolpomoteital n eviod hold on. Zvykekpipéva, oyedidleton n cuvaptnon f, diveta
hold on xatémv divetar véo ovvdptnon, otw ¢, oyxedudleton ko divetaw hold on , divetan véa

ovvaptnon, €ot® h, oyxeddleton kor divetar hold on, kAzn. Iocoddvouo omotédecpo TPOKVOTTEL
ypnoonoidvrag v evioan plot(x,f,x,g,%x,h).
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Or ypapikéc mopaoTOoE TOL Xynuatog 1.3 éxovv  oyedachel  YpnoWOTOIDVTAS TNV EVIOAN
plot(x,f,x,g,x,h) ocaxorovbug:

x=-3:0.001:3;

g1=-0.5*x."2;

g2=-x."2;

g3=-3*x."2;

plot(x,gl,"r",x,g2,"k",%x,93,"b");

xlabel ("x");

ylabel ("y*);

legend("g _{1}(X)=-0.5x"2","g {2} (X)=-x"2", "g {3}(X)=-3x"2");
axis([-3.1 3.1 -10 0.5]);

Xpnowonowwvrog Matlab/Octave pmopodue vo yphyovue pio ocvvaptmon, v ovoualouevn
function, n onoia éyetl €16680V¢ KATO1EC TOPAUETPOVE, TOV OVAAOYE, LE TO TPOPANLL aAAGLoVE.

21 ovvéyela, Topovotdletarl n cuvaptnon (function), Tov ypnopomomnke ya ta Tyfuote 1.2 ko 1.3, yia
™ oYediaom TV YpaeIkdV TopacTdoemy thg cuvapmong f(X)=ax’ +bx+c, pe nedio opiopod [x,X,] Kot
prua k , ypnoponoidvrag tig eviorés plot xor hold on.

function parabola(al,bl,cl,a2,b2,c2,a3,b3,c3,x1,x2,k)
x=x1:k:x2;
yl=al*x."2+bl.*x+cl;
y2=a2*x."2+b2_.*x+c2;
y3=a3*x."2+b3.*x+c3;
plot(x,yl,’r’);
hold on;
plot(X,y2,7k”);
hold on;
plot(Xx,y3,7b”);
xlabel ("x");
ylabel("y*);

end

H ovvaptnon parabola éyovtog eicodo a, =0.5b,=¢, =0, a,=1b,=c, =0, a,=4,b,=c, =0,
x =-3, X, =3, kon k=0.01 divet T1¢ ypapucé napactdoelg tov cuvapticewv f,(x)=0.5%%, f,(X)=x* kot
f,(x) = 4x* oto Tyfpo 1.2.

X ovvéyewn, moapovstdletar n ovvaptnon (function), mov ypnolpomoleiton yioo TN YPOEIKN
nopdotoon g ovvaptnong f(X)=a* pe nedio opiopod o [X1, x2] pe fpoe 0.001.

function expl0(al,a2, x1,x2)
Xx=x1:0.001:x2;
yl=al.”Xx;
subplot(2,1,1);
plot(x,yl)
xlabel ("x");
ylabel (Cy=F(x)");
title ("f(X)=a™x, upe a>1%);
y2=a2 ."X;
subplot(2,1,2);
plot(x,y2)
xlabel ("x");
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ylabel (Cy=F(x)");
title ("f(X)=a™x, ps O<a<l®);
end
H ovvapmon explO éyoviag eicodo a =2, a,=1/2 xo [-5,5] diver ™ ypapn mapdotacn Tng
ovvaptnong f(xX)=2°, (a, =2) oto Iynua 1.9. 610 TGV TaPdOLPO Kot ™ YPAEIKH TOPEOTAGT TG

f(x)= [% , (8, =1/2) ot0 xG1® MOPEOVpO.
H i3 cuvaptnon (function) pmopei va ypnoiporomBei kat 6to Tynuo 1.10 oAralovTog v T e £16030V
Kot aparpdvtog ard ™ function v evtoln subplot. 00
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1.8. Aoxknoeig Avtoagrlordynong

1.8.1.

1.8.2.

1.8.3.

1.8.4.

1.8.5.

2X
Na Bpebodv ta media opiopod tov cuvaptioeov f(X) = 1 kot g(X)=+2-X.
X —_
11 ovvéyeln, va vtoroyistovv ot cuvbécelg fog , gof,kor gog .
Y7rodeién: vopPovievteite ta [apadeiypara 1.2.7 (ii)-(v).

EnaAnbevote ta anoterécpota pe Matlab/Octave.

Andvinon: To nedio opiopod A g f eivon A=R —{0} xou g g givon (—0,2] .
(x) = 242 —x
V2—x-1

H ovvépmon go f opiletar av X € (—o,1) pe Tomo givon (g of )(X) = ,/% :
—X

H ovvaptnon f o g opiletar av X e (—o0,1) U (1,2] pe tomo givar ( fo g)

H ovvépmon gog opiletar av X € (—o,2] pe tomo eivon (go g)(X) =v2—~v2—x .

x> —3Xx +2

No Bpebel 1o medio opiopod kar 10 cHvoro Tipdy mg f(X) =—— . Na e€gtacbel egv n f
X —

glvan 1-1.
Amdvinon: To medio opiopod A g f eivon A=R —{-11} ka1 10 cOvoro TipdV ivar

oL (2o Lot

Na vroroyioBei 1 avtictpoen cuvaptnon, av vrdpyel, T cuvapmong f(x)=e > -2, xeR.
Xpnowonowwvrog Matlab vo yiver emodnBevon tov omotedecudtov kot vo 50000V 0L YpopiKég
TOPUCTACELS TOV CUVOPTCEDV.

YmooeiEn: Axorlovdnote ™ pebodoroyia mov wpoteivetan oty [apoatipnon 1.2.11(11) kot
Hopatpnon 1.4.2. (iv).

1
Amévinon: Av X € (=2,+0) , 1 avticTpopn cuvapton sivar fH(x) = Eln(x +2).

No pekem0ei oto [-1,4+0) 1 povotovia g cuvapmong f(x)=—-x*—3x+2 kar ot cuvéyew va
vroroyieBovv ta axpotata e T, av vrapyovv. Eivan n cuvdptmon f oepayuévn;

Yrodeién: T ™ povotovia ypnoipomomote 1o Aoyo petaforng oty (1.3.1) kot copPovievteite v
Epoppoyn 1.3.5. T ta akpotata, cvpPovievteite to [opaderypa 1.3.8.

Amdvmnon: H ocvvaptnon etvan yvicia Bivovsa, €xel oAkd péyloto oto (—1, f (—1)) Ko etvon ave
QpPoyuév”n e v epayua. To 6.

Na Avbei n e&iomon 12cosh?(x) + 7sinh(x) = 24 .

Yr6oeién: Xpnoyomomote katdAinia tov tomo otnv Eeapuoyn 1.6.16.(1), yio vo dnpiovpynOei pio
devtepofabuia eicwon tov sinh(Xx).

Amdvtnon: Ot eelc g e€iowong eivar: Xx=-In3 1 x=In2.
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EvOeIKTIKEG GAVTES 0OKNOELS
1.1. Na Bpebei T0 medio opiopov TV aKOAOVO®Y GUVOPTHCEDV:

i) f)=x—2+V6-x i) f(x)=+/x*—2x-8
iii) f(x):% W) =1 (11_X)

v) f(x)= In(cos(x)) vi) f(x )—X ”*'”X
V”)f(x)_@ viii)  f(x)=

X) f()=2"" x)  f(x)=

+
S|n(2x) cos(3x)
1.2. Na yiver  ypo@ikn mopACTOCT) T®V GUVAPTHCEDV YPNCOTOIOVTIOG KATOl TPOGEYYIon 1 KATOl0
vroloyloTikd makéto (Matlab, Octave, Mathematica x.a):

) f(X)=4x i) f(X)=4x+1
i) f(x)=23%2 iv)  f(X)=3x2—12x+13
V) f()=[x-3-2 vi) f(xX)=In(x+2)

vii) f()=1-x viii) f(x)=e"

iX) f(x)=-Inx X)  f(x)=cosh(2x)

YnrooeiEn: Na cuppovievteite v Yroevotnta 1.7.2.

1.3. Na amodeifete 611 k0be cuvaptnon f iR — R upmopel va ypagel og dBpotoua piog Gptiog Kot piog
TMEPLTTIG GLVAPTNONG.

1.4. Na efetdoete moleg amd TG akOAOVOEG GLUVOPTNCELS Eival APTIEG, TOLEG TEPITTEG 1) OEV EYOLV Kapia

cvppETpic:
) f(X)=x i) f,(x)=e>"
i) f,(x)=x"—x+1 iv)  f,(x)=tan(x)
v) f.(x) =sinh™(x) vi)  f,(x) =cosh™(x)
vil) £,(x) =sin?(x) — 2x* + 4 viii)  f,(x) = In(x+ X2 +1)
) 1,00 =Sin(x) + cos(x) N )=t

1.5. Noa anodeilete 0Tl
i) sin‘l(x)+cos‘1(x)—%
.. T
i) tan*(x) +cot ™ (x) ==
1.6. Av n cvvapmmon f 0p1§810u o010 Swotnua (—2,3], moo givar o mEdi0 OPIGUOD TOV GLVUPTHCEWDY
f(x—3), f(—x) xau f(x?);
1.7. Na vroloyie0ei 10 GUVOAO TIOV TOV AKOLOVOWY GUVAPTHCEWMV:

) f00=|x 5 i) f(x):%
1 . X
iii) f(X)—m iv) f(X):X2+1

65



1.8.

1.9.

No vroloyiobei n cuvapmon 3f —2g, av
2x—3, x<-1 3x+5 x<3
F(x)= = gy =1>T"
4-5x, x>-1 4x+1, x>3

Av f(x+1)=x*—-3x+2, vavroroyioOein f(x).

1.10. Av f(x)=+v9—x* xau g(x)=x+5, vo vroroyicOei n ovvOetn f o g. Enoindedore ta

1.1

amotelécpata pe Matlab/Octave.
1. Av f ko g etvon meprtég cuvaptnoelg va amodeiEete 0Tt Ko ovvletn f o g elvon

TEPLTTN GLVAPTNON).
Avn f eivon dptio cuvdptnon ko g zmepirty, tote 1 oOvOet f o g elvan meprrm 1 dptia

cuvaptnon ;

1.12. Na e&etdoete, av 1 akdAovOn cvvapTnon

2
>
F(x) = X“+1 x>3
2X+5, x<3

glvon 1-1. Xe mepintmon Betikng amdvinong, va vToAoylchel n avticTpoPn TnC.

1.13. Noa vmoioyiobei n ovTioTpoPn GLVAPTNON, OV VITAPYEL, 6 KAOE Hio amd TIG aKOAOVOEG CLUVOPTNHOELS:

1.14.

1.15.

i) f(x)= i) f(x)=9—x2

1+2°F
. 1-x

v) f(x)=x" vi) f(x)=——

) () ) T)=1 T
vii) f(x)=1-2In(L—Xx) viii) f(x)=e > -1

ix) f(x)= L =sec(x) X) f(x)=— ! _ cosec(x)

cos(x) sin(x)
Na emoAnfgvoete 6Tt oyder 1o f =1, 6mov | eivon ) TawToTIKY GLVAPTNON.

Ta mapandve amoteréopata va emPefarmbodv pe ) yprion Matlab.
i) Avotovvapmoelg f:A— B kot g:B — C eival ou@iuovosiuavies Kot eni cuvoaptioEls,

vo amodei&ete 6T ovvBe go f etvor apeuyovoonuavn Kot exi cuvaptnon.
i) Avn go f eivar appipovoonuavn, toten  gival augiuovosiuov.
iii) Avn go f eivau eni, 1618 1 g eivon i cuvapnon.

Na vmoroyiebei, n ovvBetn cuvaptnon f o g, 6mov avt opiletar, dtav

i) f)=x*+2, g(x)=+1—x
i) () =vx=g(x

i) f(x)=tan(x), g(x)=Inx

iv) f(x)=cosh(x), g(x)=x*+1
v) f(x)=tanh*(x), g(x)=x>.

EnoAnfevorte to amotedéopata pe Matlab/Octave.

1.16.  Xpnowonowdvtag Matlab va ypayete pio cvvaptnon (function), pe €i60d0 TOVG GUVTEAEGTEG NG

ouvapmong f(x)=ax’ +bx’ +cx+d, ta dxpo tov Sactiuatog [x,%,], to PAne K xar €€0do
YPoQIK Tapdotoaon g f pe «umAhe ypduay. XN cUVEXELN, GTNV 10100 EIKOVA KOl [1E KKOKKIVO YPDLO» VO,
oxedaler ™ ypoew mapdotacn g ovvapmong g(X)=ax’ +bx’ +cx®+d . Tv mapatnpeite; Ot

ovvaptoelg ovtiotpépovtat, [Toieg eival o1 avtiotpoeeg; TTowa givon n ohvbeon go f
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	ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1
	1.1 Συναρτήσεις

	Σχήμα 1.1: H ευθεία ε είναι η γραφική παράσταση της  .
	Σχήμα 1.2: Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ,   και
	/  /
	(α) : για                                                                             (b) για
	Σχήμα 1.4: H γραφική παράσταση της συνάρτησης  .
	(α) : για                                                                                         (b) για
	Σχήμα 1.5: H γραφική παράσταση της συνάρτησης  .
	1.2. Πράξεις μεταξύ συναρτήσεων. Σύνθετη και αντίστροφη συνάρτηση

	i) Η συνάρτηση  , με   είναι 1-1, (βλέπε, Παράδειγμα 1.1.9 (i) ). Επομένως, σύμφωνα με τον Ορισμό 1.2.8. υπάρχει η αντίστροφη της  . Ακολουθώντας τη μεθοδολογία υπολογισμού του τύπου της αντίστροφης συνάρτησης  (βλέπε, Παρατήρηση 1.2.9. (v) ) έχουμε
	.
	Αλλάζοντας στον παραπάνω τύπο τα x με y συμπεραίνουμε ότι η αντίστροφη συνάρτηση έχει τύπο  .
	Στο Σχήμα 1.7 αναπαριστάνονται οι γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης  f   (μπλε χρώμα) της   (κόκκινο) και η διχοτόμος-ευθεία  (μαύρο).
	/
	ii) Έστω   και η συνάρτηση  , όπου
	και  .
	Από τον ορισμό της η    είναι μία 1-1 συνάρτηση και η αντίστροφή της είναι η συνάρτηση
	,
	όπου   και  .
	iii) Η συνάρτηση   με   είναι 1-1 συνάρτηση (γιατί;). Η αντίστροφή της ορίζεται με τύπο  ,  .
	Παρατήρηση 1.2.11.
	i) Αν   είναι οι συντεταγμένες του τυχαίου σημείου της γραφικής παράστασης μίας 1-1 συνάρτησης  f , τότε είναι φανερό ότι
	,
	δηλαδή, οι γραφικές παραστάσεις της  f  και   ταυτίζονται, όταν για την   θεωρούμε ανεξάρτητη μεταβλητή επί του άξονα  . Ενώ, αν ο τύπος της αντίστροφης συνάρτησης   δίνεται θεωρώντας ως ανεξάρτητη μεταβλητή επί του άξονα  , οι γραφικές παραστάσεις τω...
	ii) Στη συνέχεια, παρουσιάζεται η μεθοδολογία που ακολουθούμε κατά τον υπολογισμό της αντίστροφης   συνάρτησης,
	 όταν δίνεται μία συνάρτηση  :
	 Εξετάζουμε αν η συνάρτηση   είναι αμφιμονοσήμαντη, (βλέπε, Ορισμός 1.1.3.).
	 Υπολογίζουμε το σύνολο τιμών της  , το οποίο πρέπει να είναι το πεδίο ορισμού της αντίστροφης συνάρτησης  .
	 Υπολογίζουμε τον τύπο της  , ο οποίος προκύπτει από την επίλυση ως προς x της   και αλλάζοντας στον τύπο που παράγεται τα x με y.
	 όταν η συνάρτηση δίνεται με κλάδους
	 Εξετάζουμε αν οι συναρτήσεις   και   είναι αμφιμονοσήμαντες, αν τουλάχιστον μία δεν είναι αμφιμονοσήμαντη, η συνάρτηση f δεν είναι αμφιμονοσήμαντη, συνεπώς η συνάρτηση   δεν αντιστρέφεται, επειδή μία από τις προϋποθέσεις του Ορισμός 1.1.3. δεν ισχύει.
	 Βρίσκουμε τα σύνολα τιμών των συναρτήσεων των κλάδων,   και  .
	( Αν για τα σύνολα   ισχύει  , τότε η συνάρτηση   δεν
	αντιστρέφεται, επειδή δεν είναι αμφιμονοσήμαντη.
	( Αν  , τότε η αντίστροφη συνάρτηση   υπάρχει και ο τύπος της δίνεται
	όπου οι τύποι των συναρτήσεων  ,   υπολογίζονται, όπως αναφέρθηκε προηγούμενα, στην περίπτωση της μίας συνάρτησης.
	i) Οι συναρτήσεις  , με  και  , όπου  , είναι άρτιες, επειδή τα πεδία ορισμού τους είναι συμμετρικά ως προς την αρχή των αξόνων και επιπλέον ισχύει η (1.2.3).
	Επιπλέον, ο   είναι άξονας συμμετρίας των γραφικών παραστάσεών τους, (βλέπε, τη   στο Σχήμα 1.2). Εδώ χρειάζεται να σημειώσουμε ότι μία άρτια συνάρτηση δεν είναι αμφιμονοσήμαντη, (γιατί;).
	ii) Για οποιονδήποτε πραγματικό αριθμό   με  , οι συναρτήσεις  , με  και  , όπου  , είναι περιττές, επειδή τα πεδία ορισμού τους είναι συμμετρικά ως προς την αρχή των αξόνων και επιπλέον ισχύει η (1.2.4).
	Επιπλέον, η αρχή των αξόνων αποτελεί κέντρο συμμετρίας των γραφικών παραστάσεών τους, (βλέπε, Σχήμα 1.4 και Σχήμα 1.5, αντίστοιχα).                                                                                                       ◊◊
	Γεωμετρικά, η γραφική παράσταση μίας περιοδικής συνάρτησης με περίοδο   αποτελείται από ένα τμήμα καμπύλης, το οποίο επαναλαμβάνεται ανά  .
	Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις  ,   είναι περιοδικές με περίοδο  , και οι συναρτήσεις  ,   είναι περιοδικές με περίοδο  , (βλέπε, Παρατήρηση 1.5.2 (ii), Παρατήρηση 1.5.6 (ii), Παρατήρηση 1.5.10 (ii),  Παρατήρηση 1.5.12 (ii), αντίστοιχα).              ...
	1.3. Μονοτονία συνάρτησης. Ακρότατα συνάρτησης

	//
	Σχήμα 1.8:  Μονοτονία συναρτήσεων (α) : Η συνάρτηση είναι αύξουσα  (b) Η συνάρτηση είναι γνήσια φθίνουσα.
	1.4. Εκθετικές και λογαριθμικές συναρτήσεις

	/
	Σχήμα 1.9: H γραφική παράσταση της συνάρτησης  , με  .
	/
	Σχήμα 1.10: Οι γραφικές παραστάσεις εκθετικών συναρτήσεων , με  .
	/
	Σχήμα 1.11: H γραφική παράσταση της λογαριθμικής συνάρτησης   και  .
	Σχήμα 1.12: H γραφική παράσταση της λογαριθμικής συνάρτησης   και  .
	/
	Σχήμα 1.13: Οι γραφικές παραστάσεις λογαριθμικών συναρτήσεων   με  .
	Πίνακας 1.4.1: Ιδιότητες λογαριθμικής συνάρτησης με βάση
	1.5. Τριγωνομετρικές συναρτήσεις

	Σχήμα 1.14: H γραφική παράσταση της συνάρτησης ημιτόνου,  .
	Για παράδειγμα,  ,  .
	/
	Σχήμα 1.15: Οι γραφικές παραστάσεις τόξο ημιτόνου  και ημιτόνου .
	i) Στo Σχήμα 1.15 με μπλε χρώμα αναπαριστάνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης τόξο ημιτόνου  , και με κόκκινο χρώμα η  αντίστροφή της,  . Σχεδιασμένη με διακεκομμένη γραμμή είναι η ευθεία  , άξονας συμμετρίας των γραφικών παραστάσεων των παραπάνω...
	ii) Επειδή, για κάθε   η συνάρτηση τόξο ημιτόνου   ορίστηκε ως η αντίστροφη συνάρτηση του ημιτόνου ορισμένο στο  , έχει την ίδια μονοτονία με τη συνάρτηση του ημιτόνου, (βλέπε, Πρόταση 1.3.6.).  Άρα, για κάθε  , η συνάρτηση   είναι γνήσια αύξουσα, (βλ...
	Η γραφική παράσταση της   αναπαριστάνεται στο Σχήμα 1.16.
	/
	Σχήμα 1.16: H γραφική παράσταση της συνάρτησης συνημιτόνου,  .
	Για παράδειγμα,  ,  .
	/
	Σχήμα 1.17: Οι γραφικές παραστάσεις τόξο συνημιτόνου  και συνημιτόνου .
	i) Στο Σχήμα 1.17 με μπλε χρώμα αναπαριστάνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης τόξο συνημιτόνου  , και με κόκκινο χρώμα η  αντίστροφή της,  . Σχεδιασμένη με διακεκομμένη γραμμή είναι η ευθεία  , άξονας συμμετρίας των γραφικών παραστάσεων των παραπ...
	ii) Επειδή, για κάθε  , η συνάρτηση τόξο συνημιτόνου   ορίστηκε ως η αντίστροφη συνάρτηση του συνημιτόνου ορισμένο στο  , έχει την ίδια μονοτονία με τη συνάρτηση του συνημιτόνου, (βλέπε, Πρόταση 1.3.6.). Άρα, για κάθε  , η συνάρτηση   είναι γνήσια φθί...
	Η γραφική παράσταση της   αναπαριστάνεται στο Σχήμα 1.18. Παρατηρήστε ότι στο σχήμα απεικονίζονται οι κατακόρυφες ευθείες  ,  , που είναι οι «ασύμπτωτες» της γραφικής παράστασης της   , καθώς οι συναρτήσεις δεν ορίζονται στα αντίστοιχα  , ωστόσο αυτή ...
	/
	Σχήμα 1.18: H γραφική παράσταση της συνάρτησης εφαπτομένης  .
	Για παράδειγμα,  ,  .
	/
	Σχήμα 1.19: Οι γραφικές παραστάσεις τόξο εφαπτομένης   και εφαπτομένης .
	i) Στο Σχήμα 1.19 με μπλε χρώμα αναπαριστάνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης τόξο εφαπτομένης  , και με κόκκινο χρώμα σχεδιάζεται η  αντίστροφή της,  . Σχεδιασμένη με διακεκομμένη γραμμή είναι η ευθεία  , άξονας συμμετρίας των γραφικών παραστάσε...
	ii) Η συνάρτηση τόξο εφαπτομένης  ,  για κάθε  , είναι γνήσια αύξουσα, (βλέπε, Σχήμα 1.19), επειδή   ορίστηκε ως η αντίστροφη συνάρτηση της εφαπτομένης ορισμένης στο  , συνεπώς έχει την ίδια μονοτονία με τη συνάρτηση της εφαπτομένης, (βλέπε, Πρόταση 1...
	iii)
	Η γραφική παράσταση της   αναπαριστάνεται στο Σχήμα 1.20. Παρατηρήστε ότι στο σχήμα απεικονίζονται οι κατακόρυφες ευθείες  ,  , που είναι οι «ασύμπτωτες» της γραφικής παράστασης της   , καθώς οι συναρτήσεις δεν ορίζονται στα αντίστοιχα  , ωστόσο αυτή ...
	/
	Σχήμα 1.20: H γραφική παράσταση της συνάρτησης συνεφαπτομένης  .
	Στο Σχήμα 1.21 με μπλε χρώμα αναπαριστάνεται η γραφική παράσταση της  .
	Για παράδειγμα,  ,  .
	/
	Σχήμα 1.21: Οι γραφικές παραστάσεις τόξο συνεφαπτομένης   και εφαπτομένης .
	Στο Σχήμα 1.22 αναπαριστάνεται η γραφική παράσταση της τέμνουσας και στο Σχήμα 1.23 της συντέμνουσας.
	Παρατηρήστε ότι στα σχήματα απεικονίζονται οι κατακόρυφες ευθείες,  ,  ,  , που είναι οι «ασύμπτωτες» των αντίστοιχων γραφικών παραστάσεων των  ,  , καθώς οι συναρτήσεις δεν ορίζονται στα αντίστοιχα  , ωστόσο αυτή είναι η αδυναμία των σχεδιαστικών λογ...
	/
	Σχήμα 1.22: H γραφική παράσταση της συνάρτησης τέμνουσας  .
	Σχήμα 1.23: H γραφική παράσταση της συνάρτησης συντέμνουσας  .
	Στον Πίνακα 1.5.2, παρουσιάζεται η λύση κάθε τριγωνομετρικής εξίσωσης, όπου   είναι η άγνωστη γωνία και    η γνωστή τιμή μίας γωνίας σε ακτίνια.
	Πίνακας 1.5.2: Τριγωνομετρικές εξισώσεις
	1.6. Υπερβολικές συναρτήσεις

	Στην ενότητα ορίζονται οι υπερβολικές συναρτήσεις, οι ορισμοί των οποίων εξαρτώνται από την εκθετική συνάρτηση  , μελετώνται χαρακτηριστικές ιδιότητές τους και εξετάζεται η ύπαρξη αντίστροφων υπερβολικών συναρτήσεων στο πεδίο ορισμού των αρχικών συναρ...
	Οι υπερβολικές συναρτήσεις ονομάστηκαν έτσι εξαιτίας της γεωμετρικής τους σχέσης με την ισοσκελή υπερβολή  , (βλέπε, Εφαρμογή 1.6.16, (i)).
	Η γραφική παράσταση της   αναπαριστάνεται στο Σχήμα 1.24.
	/
	Σχήμα 1.24: H γραφική παράσταση της συνάρτησης υπερβολικό ημίτονο  .
	i) Η συνάρτηση   μηδενίζεται στο  , η γραφική της παράσταση διέρχεται από την αρχή των αξόνων.
	Παρατηρώντας στο Σχήμα 1.24 συμπεραίνουμε ότι, η γραφική παράσταση της συνάρτησης  , για κάθε   έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή 0 των αξόνων, συνεπώς, η συνάρτηση είναι περιττή, το οποίο αποδεικνύεται και αλγεβρικά,  επειδή για κάθε   μπορούμε να γράψ...
	,
	από όπου προκύπτει ότι η   επαληθεύει την ισότητα (1.2.4) του Ορισμού 1.2.15.
	ii) Παρατηρώντας στο Σχήμα 1.24 συμπεραίνουμε ότι, για κάθε  , η συνάρτηση   είναι γνήσια αύξουσα, (η απόδειξη γίνεται με τη μεθοδολογία, που παρουσιάζεται στο Κεφάλαιο 5).
	iii) Επειδή   είναι γνήσια αύξουσα συμπεραίνουμε ότι,   είναι αμφιμονοσήμαντη για κάθε  , (βλέπε, Πρόταση 1.3.4.).
	iv) Η συνάρτηση   είναι συνάρτηση επί του  .
	Πράγματι, για δοσμένο   έχουμε
	.
	Η τελευταία εξίσωση επιλύεται ως προς  . Επειδή,  , έχουμε
	.                                                                 (1.6.2)
	Από την (1.6.2) προκύπτει
	,                                                                             (1.6.3)
	από όπου είναι φανερό ότι  , επειδή η λογαριθμική συνάρτηση έχει σύνολο τιμών  , (βλέπε,
	Ορισμός 1.4.3, Σχήμα 1.11).
	Σημειώστε ότι, η άλλη ρίζα του τριωνύμου απορρίπτεται, διότι αν υποθέσουμε ότι υπάρχει και η άλλη ρίζα  , χρησιμοποιώντας  , μπορούμε να γράψουμε
	, που είναι άτοπο, (υπενθυμίζεται ότι  ).
	v) Συνδυάζοντας τις ιδιότητες από (iii)-(iv) παραπάνω συμπεραίνουμε ότι, για κάθε  ,   είναι  1-1, συνεπώς σύμφωνα με την (1.2.1) ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση της  , η οποία διατυπώνεται στον ακόλουθο ορισμό.
	Στο Σχήμα 1.25, η γραφική παράσταση της   είναι με μπλε χρώμα.
	/
	Σχήμα 1.25: Οι γραφικές παραστάσεις   και
	Η γραφική παράσταση της   αναπαριστάνεται στο Σχήμα 1.26.
	/
	Σχήμα 1.26: H γραφική παράσταση της συνάρτησης υπερβολικό συνημίτονο  .
	,
	.
	Η τελευταία εξίσωση επιλύεται ως προς  . Επειδή,  , ( ) , υπάρχουν δύο ρίζες του
	παραπάνω τριωνύμου,
	,                                                         (1.6.6)
	και
	(1.6.7)
	Επομένως, για  , από τον Ορισμό 1.4.3., την (1.4.3) και την (1.6.6) συνεπάγεται
	,                                                               (1.6.8)
	ενώ από την (1.4.3) και την (1.6.7)
	.                                                               (1.6.9)
	Επειδή   ισχύουν οι ακόλουθες ανισώσεις,  , από όπου (1.6.6) γράφεται:   . Επιπλέον, η εκθετική συνάρτηση   είναι γνήσια αύξουσα, (βλέπε, Παρατήρηση 1.4.2. (ii) ), συνεπώς  , άρα   .
	Επιπλέον, ισχυριζόμαστε ότι  .
	Πράγματι, αν  , που είναι αδύνατο από την υπόθεση   . Συνδυάζοντας τον παραπάνω ισχυρισμό με την (1.6.7) έχουμε
	,
	από όπου η μονοτονία της   επιτρέπει να γράψουμε   .
	vii) O περιορισμός της   στο   ή στο   είναι συνάρτηση 1-1, επειδή   είναι αμφιμονοσήμαντη και επί του  , (βλέπε, Παρατηρήσεις 1.6.6 (v), (vi)). Συνεπώς, στο συγκεκριμένο πεδίο ορισμού σύμφωνα με την (1.2.1) ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση της  , η οπ...
	Στη συνέχεια ο περιορισμός της   στο   συμβολίζεται με  , και ο περιορισμός στο   με  .
	Στο Σχήμα 1.27, η γραφική παράσταση της   είναι το τμήμα της καμπύλης με μπλε χρώμα και της συνάρτησης   είναι το τμήμα της καμπύλης με μαύρο χρώμα.
	/
	Σχήμα 1.27:  Η γραφική παράσταση της αντίστροφης συνάρτησης υπερβολικό συνημίτονο    .
	/
	Σχήμα 1.28: Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων    ,   ,   και
	Η γραφική παράσταση της   αναπαριστάνεται στο Σχήμα 1.29.
	/
	Σχήμα 1.29: H γραφική παράσταση της συνάρτησης υπερβολική εφαπτομένη  .
	i) Από την (1.6.12) είναι φανερό ότι  , συνεπώς, η γραφική παράσταση της   διέρχεται από την αρχή των αξόνων.
	Η γραφική παράσταση της συνάρτησης  , για κάθε  , έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή 0 των αξόνων, (βλέπε, Σχήμα 1.29, Εφαρμογή 1.6.16 (viii)), συνεπώς, η συνάρτηση είναι περιττή.
	ii) Παρατηρώντας στο Σχήμα 1.29 συμπεραίνουμε ότι, για κάθε  , η συνάρτηση   είναι γνήσια αύξουσα, (η απόδειξη γίνεται με τη μεθοδολογία, που παρουσιάζεται στο Κεφάλαιο 5).
	iii) Επειδή   είναι γνήσια αύξουσα συμπεραίνουμε ότι,   είναι αμφιμονοσήμαντη για κάθε  , (βλέπε, Πρόταση 1.3.4.).
	iv) Η συνάρτηση   είναι συνάρτηση επί του  . Πράγματι, από την (1.6.12) έχουμε
	,
	από όπου προκύπτει
	.                                                                                        (1.6.13)
	Επειδή  , στην (1.6.13) πρέπει να ισχύει  .
	Άρα, το σύνολο τιμών της  είναι  .
	Επιπλέον, συνδυάζοντας τον Ορισμό 1.4.3., την (1.4.3) και την (1.6.13) μπορούμε να γράψουμε
	,                                                                             (1.6.14)
	από όπου είναι φανερό ότι  , επειδή η λογαριθμική συνάρτηση έχει σύνολο
	τιμών  το  , (βλέπε, Ορισμός 1.4.3, Σχήμα 1.11).
	v) Συνδυάζοντας τις ιδιότητες από (iii)-(iv) παραπάνω συμπεραίνουμε ότι, για κάθε  ,   είναι 1-1, συνεπώς σύμφωνα με την (1.2.1) ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση της  , η οποία διατυπώνεται στον ακόλουθο ορισμό.
	Στο Σχήμα 1.30, η γραφική παράσταση της   είναι με μπλε χρώμα.
	/
	Σχήμα 1.30: Οι γραφικές παραστάσεις   και
	Η γραφική παράσταση της   αναπαριστάνεται στο Σχήμα 1.31.
	/
	Σχήμα 1.31: H γραφική παράσταση της συνάρτησης υπερβολική συνεφαπτομένη
	i) Συνδυάζοντας τον ορισμό των υπερβολικών συναρτήσεων της εφαπτομένης και της συνεφαπτομένης από τους (1.6.12) και (1.6.16)  προκύπτει ότι για κάθε   ισχύει
	.
	ii) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης  , για κάθε  , έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή 0 των αξόνων, (βλέπε, Σχήμα 1.31, Εφαρμογή 1.6.16 (viii)), συνεπώς, η συνάρτηση είναι περιττή.
	iii) Παρατηρώντας στο Σχήμα 1.31 συμπεραίνουμε ότι, για κάθε  , η συνάρτηση   είναι γνήσια φθίνουσα, (η απόδειξη γίνεται με τη μεθοδολογία, που παρουσιάζεται στο Κεφάλαιο 5).
	iv) Επειδή  είναι γνήσια φθίνουσα συμπεραίνουμε ότι,   είναι αμφιμονοσήμαντη για κάθε  , (βλέπε, Πρόταση 1.3.4.).
	v) Η συνάρτηση   είναι συνάρτηση επί του  .
	Πράγματι, για κάθε  , από  είναι φανερό ότι  , οπότε μπορούμε να γράψουμε
	.                                                        (1.6.17)
	Επιπλέον, σύμφωνα με τον Ορισμό 1.6.9 και την Παρατήρηση 1.6.10 (iv) ισχύει  , δηλαδή,  ,   , ( ).
	Χρησιμοποιώντας (1.6.17) στις δύο ανισώσεις παίρνουμε:
	●   , δηλαδή,
	●   , δηλαδή,
	Συνεπώς, το σύνολο τιμών της   είναι  .
	Από την (1.6.16) έχουμε
	,
	από όπου προκύπτει
	.                                                                     (1.6.18)
	Επιπλέον, συνδυάζοντας τον Ορισμό 1.4.3., την (1.4.3) και την (1.6.18) μπορούμε να γράψουμε
	,                                                                (1.6.19)
	από όπου είναι φανερό ότι  , επειδή η λογαριθμική συνάρτηση έχει σύνολο  τιμών το  ,
	και  .
	vi) Συνδυάζοντας τις ιδιότητες από (iv)-(v) παραπάνω συμπεραίνουμε ότι, για κάθε  ,   είναι
	1-1, συνεπώς σύμφωνα με την (1.2.1) ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση της  , η οποία διατυπώνεται
	στον ακόλουθο ορισμό.
	Στο Σχήμα 1.32, η γραφική παράσταση της   σχεδιάζεται με μπλε χρώμα και αποτελείται από δύο τμήματα ανάλογα με το πεδίο ορισμού της συνάρτησης.  Στο ίδιο σχήμα η γραφική παράσταση της   αναπαριστάνεται με κόκκινο χρώμα, καθώς και η ευθεία  , που είναι...
	/
	Σχήμα 1.32: Οι γραφικές παραστάσεις   και
	Απόδειξη: Όλες οι ταυτότητες αποδεικνύονται χρησιμοποιώντας τους ορισμούς των υπερβολικών συναρτήσεων. Αναλυτικότερα:
	i) Από την (1.6.1) και (1.6.5) έχουμε:
	Εδώ, αν θεωρήσουμε την αντικατάσταση  ,  , τότε η παραπάνω ταυτότητα είναι η εξίσωση της ισοσκελούς υπερβολής  , δηλαδή καθώς   , το σημείο   του επιπέδου   διατρέχει κάποιον κλάδο της  υπερβολής   , (Ρασσιάς, 2014). Σε αυτήν την ιδιότητα οφείλ...
	ii) Από την (1.6.1) και (1.6.5) έχουμε:
	iii) Αντικαθιστώντας  ,   από τις (1.6.1) και (1.6.5), αντίστοιχα, έχουμε:
	iv) Η πρώτη ταυτότητα προκύπτει άμεσα προσθέτοντας τις ισότητες στις (i) και (ii), ενώ η δεύτερη προκύπτει μετά από την αφαίρεση (i) και (ii).
	v) Προκύπτει μετά από αντικατάσταση  ,   από τις (1.6.1) και (1.6.5), αντίστοιχα.
	vi) Διαιρώντας την (i) με   και εφαρμόζοντας τον ορισμό της υπερβολικής εφαπτομένης, (βλέπε, Ορισμός 1.6.9) παράγεται άμεσα η ισότητα.
	Η συνάρτηση   ονομάζεται  υπερβολική τέμνουσα (hyperbolic secant) και συμβολίζεται με  .
	vii) Η απόδειξη στηρίζεται στον ορισμό των αντίστοιχων υπερβολικών συναρτήσεων (Ορισμός 1.6.9, Ορισμός 1.6.13, αντίστοιχα) και δίνεται στην Παρατήρηση 1.6.14 (i).
	viii) Επειδή, για κάθε  , από την (1.6.1) έχουμε:
	Από τις παραπάνω ιδιότητες και τον Ορισμός 1.6.9 έχουμε:
	Από τις παραπάνω ιδιότητες των  ,   και τον Ορισμό 1.6.13, έχουμε:
	Από την ιδιότητα συμπεραίνουμε ότι οι συναρτήσεις  ,   και  είναι περιττές, ενώ η   είναι άρτια, (βλέπε, Παρατηρήσεις 1.6.2 (i), 1.6.10 (ii), 1.6.14 (ii) και 1.6.6 (i), αντίστοιχα).                  ◊◊                                          ...
	1.7. Πραγματικές συναρτήσεις σε προγραμματιστικό περιβάλλον
	1.7.1 Συμβολικές εντολές
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