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Αmxnxnx1 = bmx1   

rref(E), (row reduced echelon form) 

δίνει ηον ανηγμένο κλιμακωηό  

ηου πίνακα A και ηη λύζη (Gauss). 
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Κάτω τριγωνικόσ πίνακασ και  
εμπρόσ αντικατάςταςη  
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Έςτω το γραμμικό ςφςτθμα Lx = b, όπου L είναι ζνασ κάτω 
τριγωνικόσ  πίνακασ. Όταν ο πίνακασ L είναι αντιςτρζψιμοσ, δθλαδι 
det(L)≠0, τότε το ςφςτθμα ζχει μοναδικι λφςθ που μπορεί να βρεκεί  
εφαρμόηοντασ εμπρόσ αντικατάςταςθ. 

 

𝐿𝑥 = 𝑏 ⇒
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⇒

𝑥1 = 𝑏1/𝑙11

𝑥2 = (𝑏2 − 𝑙21𝑥1)/𝑙22

⋮
𝑥𝑛 = (𝑏𝑛 − 𝑙𝑛,𝑛−1𝑥𝑛−1 − ⋯ − 𝑙𝑛1𝑥1)/𝑙𝑛𝑛
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Το παρακάτω function m-file  επιλφει ζνα κάτω τριγωνικό 
γραμμικό ςφςτθμα εφαρμόηοντασ εμπρόσ αντικατάςταςθ.  
 
 
 

 function x = LTriSol(L,b) 

% Input: L nxn αντιςτρζψιμοσ κάτω τριγωνικόσ πίνακασ 

%             b nx1 διάνυςμα 

% Output:  x λφςθ του ςυςτιματοσ Lx=b 

 

n = length(b); 

x = zeros(n,1); 

for j=1:n-1 

      x(j) = b(j)/L(j,j); 

      b(j+1:n) = b(j+1:n) - x(j)*L(j+1:n,j); 

end 

x(n) = b(n)/L(n,n); 
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>> L=[ 2 0 0;1 5 0; 7 9 8 ];  

>> b = [ 6; 2; 5]; 

>> x=LTriSol(L,b)  

x =  

      3.0000  

     -0.2000  

     -1.7750  

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1: Να λυκεί το ακόλουκο κάτω τριγωνικό γραμμικό 
ςφςτθμα με εμπρόσ αντικατάςταςθ 
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Άνω τριγωνικόσ πίνακασ και  
πίςω αντικατάςταςη  

Η επίλυςθ ενόσ άνω τριγωνικοφ ςυςτιματοσ είναι ανάλογθ. 

Έςτω Ux = b, όπου U είναι ζνασ άνω τριγωνικόσ αντιςτρζψιμοσ 
πίνακασ (det(U)≠0), τότε το ςφςτθμα ζχει μοναδικι λφςθ που 
βρίςκεται  με πίςω αντικατάςταςθ. 

𝑈𝑥 = 𝑏 ⇒ 

𝑢11 𝑢12 …
0 𝑢22 ⋱
⋮
0

⋱
…

⋱
0

     

𝑢1𝑛

⋮
𝑢𝑛−1,𝑛

𝑢𝑛𝑛

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

=

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑛

 

 

⇒

𝑥𝑛 = 𝑏𝑛/𝑢𝑛𝑛

𝑥𝑛−1 = (𝑏𝑛−1 − 𝑢𝑛−1,𝑛𝑥𝑛)/𝑢𝑛−1,𝑛−1

⋮
𝑥1 = (𝑏𝑛 − 𝑢12𝑥2 − ⋯ − 𝑢1𝑛𝑥𝑛)/𝑢11
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function x = UTriSol(U,b) 

% Input: U nxn αντιςτρζψιμοσ άνω τριγωνικόσ πίνακασ 

%             b nx1 διάνυςμα 

% Output:  x λφςθ του ςυςτιματοσ Ux=b 

 

n = length(b); 

x = zeros(n,1); 

for j=n:-1:2 

      x(j) = b(j)/U(j,j); 

      b(1:j-1) = b(1:j-1) - x(j)*U(1:j-1,j); 

end 

x(1) = b(1)/U(1,1); 

Το παρακάτω function m-file  επιλφει ζνα άνω τριγωνικό 
γραμμικό ςφςτθμα εφαρμόηοντασ πίςω αντικατάςταςθ.  
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2: Να λυκεί το ακόλουκο άνω τριγωνικό γραμμικό 
ςφςτθμα με πίςω αντικατάςταςθ 
 

6 7 8
0 3 4
0 0 1
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=
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>> U=[ 6 7 8; 0 3 4; 0 0 1];  

>> b=[9; 5; 2]; 

>> x=UTriSol(U,b)  

x =  

      0  

     -1  

      2  
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Παραγοντοποίηςη LU 

Κάκε τετραγωνικόσ πίνακασ A μπορεί να αναλυκεί ςε γινόμενο ενόσ 
κάτω τριγωνικοφ πίνακα L με μονάδεσ ςτθν διαγϊνιο και ενόσ άνω 
τριγωνικοφ πίνακα U. Η ανάλυςθ αυτι καλείται παραγοντοποίθςθ 
LU και είναι πολφ χριςιμθ ςτθν επίλυςθ γραμμικϊν ςυςτθμάτων.  

 

Θα λφςουμε το γραμμικό ςφςτθμα Αx = b, γνωρίηοντασ ότι A=LU. 

 
𝐴𝑥 = 𝑏 ⇒ 𝐿𝑈𝑥 = 𝑏 ⇒ 𝐿 𝑈𝑥 = 𝑏 

 

Θζτουμε 𝑈𝑥 = 𝑦, τότε 𝐿𝑦 = 𝑏.  

 

1. Λφνουμε το ςφςτθμα 𝐿𝑦 = 𝑏 ⇒ βρίςκουμε το 𝑦 

2. Λφνουμε το ςφςτθμα 𝑈𝑥 = 𝑦 ⇒ βρίςκουμε το 𝑥 
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>> A=[4 2 0; 2 3 1; 0 1 5/2];  

>> [L,U]=lu(A) 

L = 

    1.0000              0              0 

    0.5000    1.0000              0 

         0         0.5000    1.0000 

U = 

     4     2     0 

     0     2     1 

     0     0     2 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3: Να λυκεί το ακόλουκο ςφςτθμα αφοφ βρεκεί θ 
παραγοντοποίθςθ LU του πίνακα 
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>> b=[9; 5; 2]; 

>> y = LTriSol(L,b) 

y = 

    9.0000 

    0.5000 

    1.7500 

>> x = UTriSol(U,y) 

x = 

    2.3438 

   -0.1875 

    0.8750 

 

>> inv(A)*b 

ans = 

    2.3438 

   -0.1875 

    0.8750 


